PROYECTO FIN DE CARRERA

2. CODIGOS LDPC

2.1 Introduccién a los LDPC

Los cédigos LDPC (Low Density Parity Check codes) son uno de los temas mas de
moda en la actualidad de la teoria de la codificacién. Fueron inventados en 1960 por
Robert Gallager (por lo que son también conocidos como cédigos Gallager) pero a pesar
de que actualmente son considerados los mejores cédigos del mundo, fueron olvidados por
mucho tiempo. Se descartaron a pesar de tedricamente prometian ecepcionales resultados
debido a que las investigaciones de la época en sistemas concatenados los ensombrecieron
y a que el hardware no permitia implementaciones efectivas para sus decodificadores. Los
LDPC permanecieron entonces estancados durante 30 anos hasta que recientemente fueron

relanzados, comenzando con los trabajos de David Mackay.

Los LDPC han demostrado ser capaces de aproximarse a la capacidad del canal. De he-
cho, Mackay ha probado, usando cédigos LDPC aleatorios, que son capaces de aproximarse

al limite de Shannon de forma exponencial con la longitud del cédigo.

Son cédigos lineales que pueden ser descritos a partir de matrices o de grafos bipartitos
dispersos. Decimos que una matriz es dispersa cuando mas de la mitad de sus elementos
valen 0 y un grafo bipartito es aquel que se compone de dos tipos de nodos que solo pueden
conectarse con nodos del grupo contrario. La representacién mediante grafos es andloga a
la representacién matricial. Vamos a estudiar ambas representaciones empezando por la

representaciéon mediante grafos.

Supongamos un grafo con n nodos a la izquierda (nodos de bit) y m nodos a la derecha
(nodos de chequeo). Este grafo representa un cédigo lineal de longitud n y dimensién
(como minimo) n —m de la siguiente manera: La coordenada n de las palabras de cédigo
se asocian a los n nodos de bit y los nodos de chequeo cumplen que la suma de todas
las posiciones de la palabra de cédigo en los nodos de bit vecinas al nodo de chequeo en
cuestion es cero. El grafo tendra una arista entre el n-ésimo nodo de bit y el m-ésimo nodo
de chequeo si y solo si el bit n-ésimo esta involucrado en el chequeo m-ésimo. Se explica

més facilmente en la figura 2.1. A estos grafos se les conoce como Grafos de Tanner.

A partir del grafo de Tanner podemos construir la matriz de chequeo de paridad. Si

tenemos una matriz binaria H de tamano m x n, el elemento (i,7) vale 1 si y solo si el
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1 +x94+2x3+T4+26+28+T10=0
T1+23+T4+Tr+T3+T9+210=0
Za+24+28=0

z1+ 25 + 27 + Zs + g + 10 =0

T3+ Zs+T5+27+29=0

Z10

Figura 2.1: Grafo de Tanner

nodo de chequeo i-ésimo esta conectado al nodo de bit j-ésimo en el grafo. Por lo tanto, el
cédigo LDPC definido por el grafo es el conjunto de vectores ¢ = ( ¢; ¢o --- ¢, ) tal

que H - ¢ = 0. La matriz H construida serd la matriz de chequeo de paridad del cédigo.

De manera inversa, partiendo de una matriz binaria m x n podemos construir el nodo

bipartito entre con n nodos de bit y m nodos de chequeo.

Dicho todo esto, comprobamos que cualquier cédigo linear tiene una representacion en
grafo bipartito (el grafo no estd univocamente definido por el c6digo) aunque no todos
los c6digos lineales poseen una representacion en grafo bipartito disperso. Si el grafo es
disperso, entonces el cédigo serda LDPC. Es precisamente esta caracteristica de dispersién

la clave para la eficiencia algoritmica de los cédigos LDPC.

Ademds de ser dispersa, impondremos que cualesquiera dos de sus columnas no tengan
més de una fila cuyo elemento sea uno en ambas (esto equivale a decir que no haya bucles

en el Grafo de Tanner).

Ademas, los cédigos LDPC pueden ser regulares o irregulares. Una matriz generadora
de LDPC sera regular si todos los pesos (el nimero de elementos distintos de cero que
posee un vector) de sus columnas son iguales (columna a columna) y todos los pesos de
sus filas lo sean también (fila a fila), y dard lugar a un cédigo LDPC regular. De igual

modo, para el caso opuesto, tendremos un cédigo LDPC irregular.

Los codigos regulares tienen la ventaja de que pueden ser generados facilmente de forma
aleatoria fijando una serie de parametros que marcara la configuracion deseada para la

matriz. Si seleccionamos un peso de columna w,. (normalmente un valor entero pequefio,
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p.e. w, = 3) y los valores para N (la longitud del cédigo) y M (la redundancia). Dado el
tamafio de la matriz y el peso de las columnos, el peso de las filas, w,, nos viene impuesto
por la relacion w.N = w,M. La tasa para este tipo de cédigos puede calcularse como:
R=1—-w./w,

Gallager demostré que la distancia minima de un LDPC crece linealmente con N, siempre
que w, > 3 pero como decfamos, la matriz de chequeo de paridad no tiene por que ser
regular. Los c6digos con peso de columnas variable son en general superiores a los cédigos
regulares. La tabla 2.1 muestra umbrales de distintos cédigos LDPC a varias tasas, asi como
la capacidad del canal a esa tasa. Los umbrales se muestran en términos de Ej/Np y en

términos de la desviacién estdndar del canal o, donde

2RE, 1

No o2

T

La tabla muestra una mejora del cédigo (menor umbral) con el decrecimiento de la
tasa, pero ademas, para una misma tasa, los valores para w, y w, tienen repercusién sobre
el umbral. Valores de w. > 3 aumentan el umbral. Esta influencia sugiere que ubicando
los pesos inteligentemente tenemos una 1util herramienta de disefio. De hecho, los mejores
c6digos LDPC son irregulares, ganando hasta 0.5dB frente a los regulares. Para entender

esta mejoria, podemos usar el razonamiento empleado en [19].

Podemos pensar en el proceso como un juego, con los nodos de mensaje y de bit como
los jugadores. Cada jugador intenta elegir el niimero de aristas correcto. Los nodos de
mensaje y los de bit deben estar de acuerdo en el nimero de aristas. Desde el punto de
vista de los nodos de mensaje, es mejor tener un grado alto (muchas aristas) ya que cuanta
mas informacion obtengan de los nodos de chequeo, con més precisién podran juzgar cual
es el valor correcto. En contraposicién, desde el punto de vista de los nodos de chequeo,
es mejor tener un grado bajo, ya que cuanto mayor sea el grado de un nodo de chequeo,
mas probable es transmitir suposiciones incorrectas a los nodos de mensaje. Estos dos

requerimientos enfrentados deben balancearse.

Si permitimos grafos irregulares tendremos mas flexibilidad a la hora de balancear los re-
querimientos, permitiendonos optimizar los resultados. La idea es que los nodos de mensaje
de alto grado tiendan a su valor correcto con rapidez y proporcionen buena informacién a
los nodos de chequeo, que proporcionaran mejor informacion a los nodos de mensaje con
grado menor. Por lo tanto, los grafos irregulares conducen a un efecto ola en el que los
nodos de mensaje con alto grado tienden a corregirse primero, después lo hacen los nodos

de mensaje con grado ligeramente menor, y asi hasta el final.

Como puede apreciarse del razonamiento anterior, la desventaja del uso de cédigos

LDPC irregulares es la dificultad implicita en su disenio.De cualquier modo, son este tipo
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w, Tasa Umbral o, Umbral E;/No(dB) Capacidad (dB) Distancia (dB)

We

3 12 075 0.6297 2.2564 1.6264 0.63

3 9 2/3 0.7051 1.7856 1.0595 0.7261
4 10 0.6 0.7440 1.7767 0.6787 1.098
3 6 0.5 0.8747 1.1628 0.1871 0.9757
4 8 0.5 0.8323 1.5944 0.1871 1.4073
5 10 0.5 0.7910 2.0365 0.1871 1.8494
3 95 0.4 1.0003 0.9665 -0.2383 1.2048
4 6 1/3 1.0035 1.7306 -0.4954 2.226
3 4 0.25 1.2517 1.0603 -0.7941 1.8544

Tabla 2.1: Umbrales de distintos cédigos LDPC en un canal AWGN

de matrices las que se usan en la vida real, constituyendo un buen ejemplo la matriz de

DVB-S2, que es la que tendremos en cuenta en nuestras simulaciones.

2.2 Decodificacion de codigos LDPC

Los algoritmos de decodificacién de los LDPC se engloban en los llamados algoritmos
de paso de mensajes. Son algoritmos iterativos y su nombre se debe a que el algoritmo
de decodificacién se basa en la observacion de la estructura del grafo y en como en cada
iteracién, se pasan mensajes de los nodos de bit a los nodos de chequeo y viceversa. Los
mensajes de los nodos de bit a los nodos de chequeo se computan en base al valor del
nodo de bit y de los mensajes recibidos de sus nodos de chequeo vecinos en la iteracion
anterior. Hay que tener en cuenta que el mensaje enviado por el nodo de bit v al nodo
de chequeo c, no debe tener en cuenta el mensaje de ¢ a v en la iteracion anterior. Lo
mismo se cumple para los mensajes de ¢ a v. Una importante subclase de los algoritmos
de paso de mensajes son los llamados “Algoritmos Belief-Propagation” (BP) que fueron

presentados por Gallager en [13].

Los mensajes enviados por las aristas en este algoritmo son probabilidades o “creencias”
(“beliefs”). De una forma mads precisa, el mensaje enviado por el nodo de bit v al nodo de
chequeo c, es la probabilidad de que v tenga un cierto valor dado el valor observado por
dicho nodo y los valores recibidos de sus nodos vecinos exceptuando a c. Por otro lado,
el mensaje enviado de ¢ a v es la probabilidad de que v tenga un cierto valor dados los

valores pasados a ¢ desde sus nodos de bit vecinos, exceptuando a v.

Podemos interpretar los nodos del grafo como pequenas unidades de procesamiento de
senial, que reciben unas entradas y generan unas salidas. El funcionamiento de este tipo

de algoritmos se ve mas claramente en la figura 2.2.
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Supondremos que queremos arreglar un bit ¢, erréneo. Desarrollaremos entonces el
grafo en forma de arbol con ¢, como raiz. En la parte superior del arbol, las ojas, tenemos
los nodos de bit que no dependen de ningin nodo de chequeo, sino de la informacién
obtenida directamente del canal. Esto se corresponde con la inicializacién (o iteraccién 0)

del algoritmo.

La primera iteraccién comienza cuando, los nodos de chequeo realizan su célculo usando
la informacién de las “hojas” y lo transmiten a sus nodos de bit, que computan sus valores.

Esto concluiria la iteracion nimero uno.

En la segunda iteracién se observaria un comportamiento similar, los nodos de chequeo
generaridn sus salidas a partir de los valores producidos por los nodos de bit en la it-
eracién anterior y mandarian su computo a sus nodos de bit, que realizarian sus calculos,
chequeando su resultado para comprobar si la palabra se ha decodificado correctamente y
si no, se continuaria siguiendo la misma ejecucién, hasta que se consumiese el niimero de

iteraciones establecido o se obtuviese la palabra correcta.

En la figura 2.2 hemos supuesto un caso ideal, en el que los nodos de bit que influyen en
un nodo de chequeo son independientes (ausencia de bucles) pero esto no es asi, ya que los
bits en la fila 1 y en la 2 no tendrian porque ser distintos, por lo que se formarian bucles,
como puede verse en la figura 2.3. Este efecto no deseado hace que los algoritmos no se
comporten como idealmente se espera, pero aun asi obtienen espectaculares resultados. Si
trabajamos con cédigos suficientemente grandes, la probabilidad de que ocurran estos bu-
cles es pequena (por lo menos en el primer nivel), por lo que asumiremos que la estructura
serd la mostrada en la figura 2.2 y no en la figura 2.3. Esta es la llamada “Suposicién de

independencia”.

Ademads de la ausencia de bucles, hemos realizado la decoficacién tomando el bit ¢,
como la raiz del arbol, pero en realidad no tenemos una raiz, sino que cada uno de los
nodos de bit constituye la raiz de un arbol. El caso real puede verse en la figura 2.4, donde

se ha marcado uno de los bucles existentes que deterioran la eficacia del algoritmo.

La representacién grafica de los codigos LDPC es atractiva porque ademés de ayudar a
entender la estructura del cédigo proporciona un poderoso enfoque de decodificacién. La
clave de los pasos de la decodificacion es la aplicacién directa de las reglas de Bayes a cada

nodo sobre los mensajes intercambiados.

Es facil derivar férmulas para estas probabilidades bajo la “Suposicién de independen-

cia”.

Vamos definir la nomenclatura para describir el funcionamiento del algoritmo. Para facil-

itar la explicacién emplearemos una matriz (2.1) de ejemplo sobre la que iremos denotando
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bits

Usa estos
T - Nivel 2

Y estos
chequeos —>

de paridad

20

Para arreglar ————» Nivel 1
este bit

Y entonces /

usar estos

N zm
bits /
Y estos

chequeos

de paridad
Para arregla/

este bit

Cn

Figura 2.2: Funcionamiento de los algoritmos de decodificacién

Figura 2.3: Grafo de Tanner con bucles

Figura 2.4: Grafo real con bucles
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los conceptos introducidos.

1110011001
1010110110

A=lo0oo0 11101011 (2.1)
0101110101
1101001110

Si denotamos los bits por ¢,/ y los chequeos de paridad por z,,, el conjunto de bits que
interviene en el chequeo z,, (los elementos distintos de cero de la m-ésima fila de A) se

denota como

N ={n: Apn =1}
Podemos escribir entonces el chequeo m-ésimo como

Zm = E Cn,

’neNm

El conjunto de bits involucrado en el chequeo z,, excluido el bit n se denotara

N = Npp\n

La notacién |N,,| indica el nimero de elementos en N,,. Estos conjuntos pueden consid-
erarse listas ordenadas, con el i-ésimo elemento de NV, denotado por NV, (7). Andlogamente,

el conjunto de chequeos en los que interviene el bit n sera:

Para un cédigo LDPC regular, |M,,| = w,. El conjunto de chequeos en los que interviene

el bit ¢,, menos el m serd

Mym = Myp\m

Podemos ahora aplicar todas estas definiciones sobre nuestra matriz de ejemplo 2.1 para

afianzarlas:

N =1{1,2,3,6,7,10}, N» = {1,3,5,6,8,9}, etc.
My ={1,2,5}, My =1{1,4,5}, etc.
Nai1 = {3,5,6,8,9}, Nas = {1,5,6,8,9}, etc.
Mo ={4,5}, Mg ={1,5}, etc.
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Aunque el decodificador éptimo seria aquel que buscase la palabra de c6digo con menor
distancia Hamming a la recibida la complejidad de decodificacién del cédigo crece expo-
nencialmente con la longitud del mismo lo que hace esta opcién inviable para codigos reales
(de gran longitud, 64800bits para DVB-S2). Por lo tanto, en lugar de buscar la palabra ¢é

que maximice P(c|r, Ac = 0), se busca aquella que maximice

P(cp|r, todos los nodos de chequeo que involucran ¢, se satisfacen)

Es decir, la probabilidad de que para un tnico bit dado, se satisfagan los sus nodos de
chequeo. Con esta simplificacién conseguimos que la complejidad de la nueva tarea sea

lineal con la longitud.

Vamos a definir los dos conjuntos de probabilidades con los que trabajaremos (para los
nodos de chequeo y para los nodos de bit). Por un lado los relacionados con el criterio de

decodificacién, denotado por

qn(z) = P(cp = zlr, {z;m = 0,m € M, }), = € {0,1} (2.2)

Esta es la probabilidad que se usa para tomar las decisiones acerca de los bits codificados.

Si eliminamos la influencia del nodo z,, la férmula resultante tiene la siguiente forma:

Gmn(x) = P(cp = z|r, {zm = 0,m’ € Mpm}), ©e{0,1} (2.3)

El segundo juego de probabilidades se refiere a las probabilidades de los chequeos dados

los bits, denotada por

Ton(2) = P(2m = 0|cn, = 2, {2z = 0,7) (2.4)

El cémputo de estas cantidades solo se realiza para los elementos A, # 0. Como ex-
plicabamos antes el algoritmo funciona de la siguiente manera: Usamos los datos medidos
para computar las probabilidades de los nodos de chequeo 7,,,, emplearemos esta infor-
macién para obtener informacion sobre los bits, ¢,.,, que a su vez se usard para calcular
una nueva T'py,y,... Se sigue iterativamente hasta que todos los chequeos se cumplan o hasta

que se supere un numero limite de iteraciones.
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Bajo la “Suposicién de independencia”, para un ¢, dado podemos expresar 2.2 como

P(cn = 0,{zm = 0,m € M,}|r)
P({zm =0,m € M,}|r)

P(CTL = x‘T)P({Zm =0,m ¢ Mn}lcn = $7T)

qn(x) = P(cn = 0|r,{2m = 0,m € My}) =

1
 P({zm =0,m € M,}r)
1
 P({zm =0,m € My,}|r)
constante an,

= aP(c, = x|ry) H P(zp =0|cp, = z,7) = anP(c, = x|ry) H Tmn(2) (2.5)
T meM, mEMn,

P(cy, = x|ry) H P(zpm =0lcy, = z,7)
mEMn

prob. intrinseca

prob. extrinseca

De 2.5 podemos obtener:

Gmn () = Qmn P(2) H T () (2.6)

m/ EMn,m

Donde oy, y au, son factores de normalizacion que se toman tal que ¢y (0) 4 ¢mn(1) =1
Y ¢n(0) + gn(1) = 1.

Como el producto 2.6 se calcula hacia abajo por las columnas de la matriz A (a lo largo
de los chequeos), el cdlculo de ¢, se denomina paso vertical del algoritmo. El proceso
puede describirse como: Para cada posicién (m,n) distinta de 0 de la matriz A computa
el producto de los ry, () hacia abajo por la columna n-ésima de A, excluyendo la de la

fila m, entonces multiplica por la probabilidad a posteriori del canal.

De un modo similar, podemos expresar 2.4 como

Tmn(ﬂf) = Z [P(Zm = 0|cn =, {Cn’ =Ty : n' € Nm,n}7r)

1 ENmn
X P({cyy =z :n' € Nopn H1r)]
= Z [P(zm = 0ley, =z, {coy = 2y : 1) € Nipn})

mn/:n’ENm,n
< JI Plew =mzwlr)
n' ENm.n
= Z [P(zm = 0lcy, = x,{cpy =z : 0/ € Njpn}) X H Gt () (2.7)
x,,r ! ENmn n ENm.n

Las probabilidades condicionadas en las sumas valen o cero o uno dependiendo de que
el z,, observado coincida con los valores supuestos para x, y {x, }. Las probabilidades

para z,, dados sus valores observados pueden ser encontradas de forma eficiente usando el
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algoritmo “forward-backward” [7][6].

Una implementacién particularmente conveniente de este método usa pasadas “forward-
backward” en las que se computan los productos de las diferencias d¢mn = ¢mn(0) — Gmn(1).
Obtenemos 6rpmpn = rmn(0) — rmn (1) v de ahi la identidad

Omn = H 5an’ (28)

n' ENm.n

Esta identidad se deriva por la iteracién de la siguiente observacién: Si ( = z,, + x, en

moédulo 2 y , y x,, tienen probabilidades ¢,(0), ¢, (0) y ¢.(1),¢,(1) de ser 0 o 1, entonces
P(¢=1) = qu(1)q,(0) + ¢u(0)gv (1) y P(¢ = 0) = ¢u(0)qv(0) + gu(1)gy(1). Por lo tanto

P(C=0) =P =1) = (qu(0) = ¢u(1))(g(0) — g (1))

Finalmente, vemos que 7mn(0) + mmn(l) = 1 y por lo tanto rp,(0) = (1 4 drma)/2 v
Tmn(1) = (1 — 07rmn)/2

Lo que quiere decir 2.8 expresado con palabras, es: Para cada elemento (m,n) de A, cal-
cula el producto de los ¢, a lo largo de la fila m-ésima, excepto el valor correspondiente

a la columna n. Por eso, este paso se denomina paso horizontal.

Este algoritmo recibe el nombre de “Sum-Product” ya que todas las operaciones em-

pleadas para el célculo de los mensajes son sumas y productos.

En el Algoritmo 1 puede verse la implementacién en pseudo cédigo del algoritmo Sum-
Product.

2.3 Representaciones numéricas precisas del Algoritmo BP

En la préctica, es preferible trabajar en el dominio logaritmico. Esto nos permite usar
LLR (loglikelihood ratios o relacién de verosimilitud) como mensajes y aprovecharnos
de las ventajas de implementacién sobre el uso de probabilidades o verosimilitudes. Las
multiplicaciones son sustituidas por sumas y el paso de normalizacién es eliminado. En
esta seccién vamos a estudiar los enfoques més populares para después pasar a analizar
alternativas de decodificacion que son mas faciles de implementar y pueden reducir el

retardo de decodificacién.

Antes de nada, vamos a introducir una serie de definiciones mateméticas que usaremos
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Algoritmo 1 Algoritmo “Belief Propagation (BP)”

Entrada: La matriz del cédigo (A), las probabilidades a posteriori del canal p,(z) =
P(¢p, = z|ry) v el nimero maximo de iteraciones L.
Inicializacién: Hacer ¢, »(z) = pp(x) para todo (m,n) con A(m,n) =1
1: mientras [ < Ly A¢ # 0 hacer
2:  Paso horizontal: Para cada (m,n) con A(m,n) = 1, Calcular:

0Gmi = qmi(0) — qmu(1)

OTmn = H OGmn (29)

n'€ENm,n
Tmn(1) = (1 — 6rimn) /2 Yy Tmn(0) = (1 + 6rmn) /2

3:  Paso vertical: Para cada (m,n) con A(m,n) = 1, Calcular:

qmn(o) = amnpn(o) H rm/n(o) y an(l) = amnpn(l) H Tm’n(l)
{m'eMnm} {m'eMn,m}
(2.10)
Donde v, se ha elegido para tal que gmn(0) + ¢mn(1) =1
Calcular también las “pseudoprobabilidades” a posteriori

Qn(o) = anpn(o) H Tm’n(o) y Qn(l) = anpn(l) H Tm’n(l)

{m’'eMn} {m’eMy}

Donde «,, se ha elegido para tal que ¢,(0) + g,(1) =1
Tomar una decisién: Hacer ¢, = 1 si ¢,(1) > 0,5 y si no, hacer &, = 0.
fin mientras
si A¢ = 0 entonces
Palabra decodificada correctamente
si no
Se han producido error de decodificacién
fin si
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como herramientas en la deduccién de las ecuaciones.

El LLR de una variable aleatoria binaria U es definido como L(U) e log(Py(u =
0)/Py(u = 1)) donde Py(u) denota la probabilidad de que U tome el valor u. Podemos
expresar entonces Py(u = 0) = e /(1 + XUy y Py(u = 1) = 1/(1 + V), 1o que
nos lleva a Py(u = 0) — Py(u = 1) = tanh(L(U)/2). Para dos dos variables binarias

estadisticamente independientes U y V, la llamada “regla de la tanh” viene dada por

LU ®V) =2tanh™! (tanh <L(2U)) tanh <L(2V)>> (2.11)

Una préactica simplificacién se deduce del hecho de que las funciones tanh y tanh™*
son monétonamente crecientes y tienen simetria impar, lo que implica que tanh(x) =
sign(z) tanh(|z|) y tanh™!(z) = sign(z) tanh~!(]z|), por lo tanto, en la préctica, el signo
y la magnitud de L(U @ V) son separables. Equivalentemente, la regla de la tanh es
LU @ V) = sign(L(U))sign(L(V)) - 2tanh ™! (tanh(| L(U)|/2) tanh(|L(V)|/2))

2.3.1 LLR-BP basado en la regla de la tanh

El algoritmo que vamos a estudiar se basa en el LLR previamente definido. Vamos a
profundizar un poco mas en las reglas del algebra de verosimilitud logaritmica y a definir
los LLR de las probabilidades de los nodos. Sea

P(e, =1]r)
P(c, =0Jr)

P(Cn = 1’rna {Ti,i 7é TL})

A(cp|r) = log P(cp = 0|rp,{ri,i #n})

= log

(2.12)

el LLR, que por aplicacién de la regla de Bayes y teniendo en cuenta que para un ¢, dado,

ry, es independiente, puede ser reescrita como

plralen =1) - Plea = 1{rivi #n))

)\(Cn|7”) = log p(?“n|cn — O) P(Cn = O|{TZ,Z # n})

(2.13)

Si estamos trabajando con canales Gaussianos

p(rnlcn = 1)

lo
& p(rulcn = 0)

= Lc""m

donde L. = 24/E./0? es la fiabilidad del canal. Identificando términos en la suma obten-

€mos
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ol = Lo BT

intrinseco

(2.14)

extrinseco

El término intrinseco estd determinado por la medida explicita del 7, proveniente del
canal y el extrinseco estd determinado por la informacién de las demads observaciones y la

estructura del cédigo.

Podemos ahora expresar las probabilidades del término extrinseco en funciéon de los
chequeos de paridad. Si 2, denota el chequeo de paridad m-ésimo asociado a ¢, despre-

ciando la influencia del propio ¢;,:

Zmmn = Z (& (215)

Si ¢, = 1, para que 2z, = Zmn + ¢y = 0, 2z, = 1 para todos los chequeos m € M,
en los que ¢, participa. Del mismo modo, si ¢, = 0, z,, = 0 para todos los m € M,,.

Podemos reescribir entonces 2.14 como

P(zm,n = 1para todos los m € M,|{ri,i # n})
A(en|r) = Loy +1
(calr) Tn 08 P(zmn = Opara todos los m € My |{r;,i # n})

Asumiendo que no existen bucles en el grafo, el conjunto de bits asociado con zp,
serd independiente del conjunto de z,, ,, para m’ % m, por lo que es posible expresar en

forma de producto la probabilidad conjunta del numerador y el denominador

H P(zmn = 1{ri,i #n})

meM
A(cn|r) = Lery + log 22
H P(zmn = 0{r;,i #n})
meMy,
zmn = 1{ri,i #n})
= L.y 1 : - 2.1
2 B Bl =0l £ ) (219

Definimos ahora el “log likelihood ratio” como

Nenslrei oo =t o2 G0 20
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Entonces podemos expresar 2.16 como

Xen|r) = Lery, + Z X zmnl{ri,i #n}) = Lerp + Z A Z cjl{ri,1 # n}

mEMn mEMn jENm,n
(2.17)
—Len—2 Y tanh ' [ J] tanh (— (CJ‘{TZ; a "})) (2.18)
meMy JENm.n

Donde hemos usado la relacién 2.15 y el siguiente lema

Lema 1. Si Z; y T2 son estadisticamente independientes, entonces, usando las relaciones

P(# @&y =+1) = P(F; = +1) - P(F2 = +1) + (1 — P(#1 = +1)) - (1 — P(d2 = +1))

con

P(

IS
Il
+
=

Podemos expresar
~ R eMEL) eME2) eMEL) eM@2)
A1 @ 72) = (1 rpsenll I g eyl Il Rl e renl I B o Ty

o 1+ M@ eA@2)
ANZ1 @ T2) = log M@ J eA@2)

Si expandimos esta expresion y agrupamos las exponenciales formando tanh obtenemos

(eA(izl) + 1)(e>\(922) + 1) + (6)\(551) _ 1)(6)\(5cg) _ 1)

)\(I’l ©® 332) = log (6)\(531) + 1)(6)‘(i2) + 1) _ (6)\(5%1) _ 1)(@)\(502) _ 1)

1 + tanh(\(Z;/2)) tanh(A(Z2/2))

= log 1 — tanh(A\(21/2)) tanh(\(Z2/2))

= 2tanh ™! (tanh(\(#;/2)) tanh(\(F2/2)))

El segundo término de 2.18 corresponde con el sumatorio de los mensajes enviados desde
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los nodos de chequeo a los nodos de paridad. Podemos definir entonces el mensaje del nodo

de chequeo m al nodo de bit n como

fmm = —2tanh ™" [ J] tanh (—/\(Cﬂ{”’i 7 n})> (2.19)

JENm.n 2

Permitiéndonos reescribir 2.18 de una forma méas cémoda y compacta

)\(Cn|’l“) = Lcrpn + Z NIm,n (220)
meMy

La ecuacién 2.20 puede verse como el mensaje que el nodo de bit n pasa a sus nodos de
chequeo. Sin embargo, si iteramos usando estas dos ecuaciones en el algoritmo de decod-
ificacion, en 2.19 estaremos teniendo en cuenta en el nodo de chequeo m, la informacién
que este mandé al bit n en la iteracién anterior, con lo que debemos sacar esa informacion
de la ecuacién. La ecuacién final de 7, , (donde el superindice indica la iteracién a la que

nos referimos) quedard

U N
lﬂm = —2tanh™! H tanh (—JQW) (2.21)
JE€Nm.n

Si volvemos a describir el funcionamiento del algoritmo teniendo en cuenta estas ultimas
consideraciones podremos entender con mayor facilidad las similitides entre la férmula y

el paso de mensajes a lo largo del grafo.

Supongamos que tenemos un nodo de bit ¢,, que espera los mensajes de un tinico nodo
de chequeo z,,. El nodo de chequeo, toma todos los mensajes de us nodos de bit en la
iteraccién anterior salvo el generado por cn (I[jen;, ), evitando asi contaminar la nueva
informacién (evitando la dependencia de ¢, consigo mismo, gevitando un bucle), y genera
su mensaje. A este mensaje le elimina también su propia influencia, transmitida en la

[t1—1] [1—1]
. . 2 . . /S l
iteraccion anterior a los nodos de bit (—~2—5-"=2), y finalmente lo manda a ¢, (nH,n),
donde se computa junto con el resto de us nodos de chequeo (Y, c s, 7m,n) ¥ se chequea

el resultado.
El algoritmo 2 muestra la implementacién del algoritmo basado en la regla de la tanh.

Aunque el uso de LLR elimina las multiplicaciones y la normalizacién, nos topamos con
otros problemas. Ahora se requieren la evaluaciéon de tangentes hiperbdlicas, por lo que
sigue siendo un algoritmo poco practico para su implementaciéon hardware. Ademds, su

implementacién en software se ve afectada por el efecto de la precision finita.
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Algoritmo 2 Algoritmo “LLR-BP” basado en la regla de la tanh
Entrada: La matriz del cédigo (A), el vector recibido r, el numero de iteraciones L y la
fiabilidad del canal L.
Inicializacién: Hacer 777[2},” = 0 para todo (m,n) con A(m,n) =1
Hacer )\[0] = L.y
Hacer el contador de iteraciones | =1
1: mientras [ < Ly A¢ # 0 hacer

2:  Actualizar los nodos de chequeo: Para cada (m,n) con A(m,n) = 1, Calculam-
0s:
P\ B (e
777[51]771 = —2tanh~! H tanh (—32”%]
JENm.n

3:  Actualizar los nodos de bit: Paran =1,2... N, Calculamos:

)‘w = Lern + Z Ur[g,n
mGMn

én=1si \,[l] >0 0 &, =0 en otro caso.
fin mientras
si A¢ = 0 entonces

Palabra decodificada correctamente
si no

Se han producido error de decodificacion
fin si

En que consiste exactamente y a qué se debe este problema de precisiéon finita? Si

expresamos la tangente hiperbdlica de 2.21 como

et —e %

tanh(.’]}) = m

Se ve claramente que para x — 400, tanh(z) — +1. Esto produce un fuerte impacto en

la tanh~!(x), que también interviene en 2.21, ya que cuando 2 — +1, tanh™!(x) — +oo.

Este efecto es frecuente cuando los decodificadores de LDPC acttian en la region de alta
SNR. En esta regién, los valores de la fiabilidad del canal de 2.14 (el término intrinseco)
pueden superar en médulo a sus correspondientes valores extrinsecos que son producidos
en las primeras iteraciones del algoritmo. Por lo tanto, los mensajes del nodo de bit con un
valor elevado, hacen que en la actualizacién de los nodos de chequeo la tanh™! se aproxime

a infinito, con lo que se produce un desbordamiento en el decodificador.

Este fenémeno ha sido estudiado y verificado en [24], donde en la evaluacién de los

resultados aparece un suelo de error para BER bajas trabajando con la férmula de 2.21.

En la realizacién de las simulaciones ya nos topamos con este problema, que puede ser

facilmente resuelto definiendo una modificacion de la tanh mediante el truncamiento de
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su argumento de la siguiente manera:

tanh(z) si|z] < g
tanhy,eqif () = (2.22)
sign(z) tanh(zg) si |z| > xo

Esto asegura que —1 < tanhy,egif(z) < 1, y por lo tanto, —oo < tanh™!(z) < +oo0.
El valor de z( serd relativamente pequeno y positivo. En [24] se estudia el efecto de
los diferente valores que puede tomar xzy, y por ensayo y error, se encuentra que los
mejores resultados se encuentran para los valores xg = 7 y zg = 3. Nosotros tomaremos
xo = 7, proporcionando tanh,,.q;if (o) = 0,999998. Esto anade complejidad computacional

al algoritmo.
En la figura 2.5 podemos ver el nuevo valor que toma el argumento de la tanh.

Otra posible modificacién introducida para atajar el problema de aproximacion a infinito

de la tanh~!(x) similar a la anterior serfa redefinirla como

tanh™!(x si|z] <=z
tanhy L, (x) = (@) =] < 2 (2.23)
sign(x) tanh ™! (z) si x| > xo

Aseguramos asi que —oo < tanhr_n}) di f(x) < 00. Ahora el valor de zg serfa menor que 1
y positivo y por ensayo puede obtenerse su resultado. Por simetria con la anterior solucién
se toma tanh_l(xo) =7, que corresponde a xy = 0,999998. El aumento computacional es

similar al de la solucién anterior.

En la figura 2.6 se observa el efecto del suelo de error y la mejora al introducir la
modificacion de la tanh. Los mejores resultados se obtienen para este algoritmo por lo que

en adelante referiremos a ellos todas las simulaciones de los demds algoritmos.

Hay que recalcar que estos resultados no quieren decir que el uso de una tangente no
ideal nos permite obtener resultados superiores a los del algoritmo original, sino que ya
que trabajamos con sistemas reales, debemos corregir sus imperfecciones (en esta caso la

precisién finita) adaptando la ecuacién.
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-6
-8

-10
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arg sin truncar arg truncado x0=7
T T T 8 T T T
. . . . . . . . . _8 . . . . . . . . .
0 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
Figura 2.5: Argumento modificado de la tanh
Comparativa tanh truncada
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Figura 2.6: Comparativa LLR con tanh y tanh modificada N=64800bits, Nit=50
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2.3.2 LLR-BP basado en el enfoque de Gallager

Este enfoque se basa en el uso de una representacién alternativa de la regla de la tanh.

A esta nueva ecuacién se la conoce como “La Regla de Gallager” [13]:

LU @ V) = sign(L(U))sign(L(V)) x f(f(ILU)]) + F(LV)]) (2.24)

donde la funcién f(x) = log((e” 4+ 1)/(e” — 1)), la ecuacién de Gallager, es una trans-

formada involutiva, es decir, una de sus propiedades es que f(f(x)) = =.

La tnica influencia de este cambio sobre las ecuaciones de los nodos se aprecia en los

nodos de chequeo, quedando la nueva expresién como:

Lmﬂn(l‘n) = H Sign(zn’ﬂm(‘rn’)) X f Z f(|Zn’Hm($n’)|) (2'25)

n’ ENmn n’ EN’mn

El algoritmo puede ser implementado en software donde la los problemas de repre-
sentacion con precisién tienen un menor efecto. La transformacion es primero realizada
sobre todos los mensajes entrantes. Entonces todos los términos se suman y términos indi-
viduales se sustraen para obtener los pseudo mensajes de los que se obtienen los mensajes
salientes por medio de la transformacion involutiva. La implementacion es simple, facil-
mente paralelizable y por lo tanto recomendable para aplicaciones de muy alta velocidad.
Sin embargo, la implementacién hardware es muy problemadtica, ya que son sensibles a la

cuantizacién y el redondeo.

2.3.3 LLR-BP basado en el enfoque Jacobiano

Como hemos visto, la regla de la tanh puede representarse como L(U & V') = log((1 +
L)L) /(L) 1 eLV))) | que puede expresarse usando el logaritmo Jacobiano [11] dos

veces como

LU & V) = sign(L(U))sign(L(V)) min(|L(U)|, [L(V)])
+ log (1 i e—|L(U>+L(V)|) —log <1 n e—|L<U)—L(V)|> (2.26)
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Considerando el nodo de chequeo m con d. aristas desde los nodos de bit de N,, =
(n1,n2,...,nq,). Los mensajes entrantes son Zn, —m(Tn; ), Zng—m(Tny)s -+ - s Zng,—m(Tng, )-
Definimos dos sets de variables binarias aleatorias fi = xn,, fo = f1 ® xn,, f3 = fo &
Tngs- -5 fde = fdo—1 D Ty, ¥ ba, = Tny ,ba,—1 = ba, Ty 4. .., b1 = b2 @ zp,. Aplicando
2.26 repetidamente obtenemos L(f1), L(f2),..., L(fa.) y L(b1), L(b2), ..., L(b4.) de forma
recursiva desde los mensajes entrantes. Usando que (2, ©n, - - -©xp, ) = 0, obtenemos
los zp, = (fi—1®biy1) paratodoi € 2,3,...,d. — 1. Por lo tanto, el mensaje saliente desde

el nodo de chequeo m sera

L(by) sii=1
Lin—n(Tn;) = S L(fiy @ bip) sii=2,3,...,d.—1 (2.27)
L(f4.—1) sii=2,3,...,d—1

Esto es esencialmente el algoritmo “forward-backward” aplicado a la trellis de un SPC
(single parity-check code), requiriendo 3(d. — 2) computaciones de la operaciéon L(U @ V)
en 2.26 por cada actualizacién de los nodos de chequeo. La funcién g(z) = log(1 + e~ 1*l)
puede implementarse usando una LUT o una aproximacién lineal a trozos. Por lo tanto,
la operaciéon L(U @ V) puede realizarse con 4 sumas, una comparaciéon y 2 correcciones

(mirando la LUT o con una evaluacién lineal).

En este proyecto no estudiaremos este ultimo enfoque pero lo proponemos como una

posible ampliacion.
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