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Capitulo 1

Introduccion

El péndulo es uno de los més antiguos objetos de investigacion cientifica. Desde que
Galileo Galilei observara en 1581 que, para pequenas amplitudes, el péndulo describia
un movimiento isécrono, han sido muchos los estudios acerca de este elemento.

El movimiento del péndulo es un problema resuelto; se conoce la solucién analitica
de la ecuacién diferencial que rige su movimiento, en funcién de integrales elipticas.
Anilogamente ocurre con el problema de la masa suspendida de un muelle. La ecuacién
diferencial para este caso es perfectamente integrable, resultando como solucién la vi-
bracién arménica. Sin embargo, el sistema resultante de la combinaciéon de péndulo
y muelle presenta como caracteristica la no integrabilidad. Tiene un comportamiento
complejo e impredecible al ser muy sensible a cambios en las condiciones iniciales, si
bien podemos estudiarlo cualitativamente.

1.1 Sistemas autoparamétricos.

Una las caracteristicas mds interesantes de algunos sistemas péndulo-muelle de dos
grados de libertad, es lo que se conoce como “resonancia autoparamétrica”. Un sis-
tema autoparamétrico es definido por [13] como un sistema vibrante que consiste en, al
menos, dos subsistemas. El subsistema primario estd generalmente vibrando; puede ser
forzado externamente, autoexcitado, paramétricamente excitado o una combinacién de
ellos. El subsistema secundario suele estar unido al primario de manera no lineal, pero
de forma que el secundario pueda estar en reposo mientras el primario estd vibrando.
Este estado se suele llamar solucién semitrivial o solucién vibratoria y sirve de partida
para obtener otro tipo de soluciones mas complejas.

La resonancia autoparamétrica es un fenémeno ubicuo pero generalmente indeseable
en la ingenieria que sin embargo puede tener interés en determinadas aplicaciones. Se
produce cuando se transfiere energia de un modo de vibracién a otro. Esta situacién
se presenta por ejemplo en barcos situados longitudinalmente a las olas. La energia de
excitacién de las olas contribuye al movimiento de balance del barco y puede provocar
el vuelvo.

Una situacién similar ocurre en aviones en los que los motores estdn colgados de las



2 Capitulo — 1. Introduccién

alas mediante suspensiones elasticas. Las vibraciones verticales de las alas pueden bajo
ciertas condiciones iniciar un movimiento vibratorio en los motores, el efecto de satu-
racion puede provocar que estas vibraciones se vuelvan violentas y produzcan la rotura
de las suspensiones eldsticas.

En algunas ocasiones el efecto de la resonancia paramétrica puede resultar 1til, tal es
el caso de algunos sistemas mecdnicos externamente excitados donde para limitar la
amplitud de la vibracién se suele anadir a los mismos un subsistema secundario, por
ejemplo un péndulo, teniendo como efecto inmediato la transferencia de energia del
sistema mecanico pricipal al subsistema, disminuyendo asi la amplitud de la vibracién.

Un claro precedente del sistema dindmico objeto de este proyecto, es el caso del péndulo
invertido, estudiado en 1908 por Andrew Stephenson. Este demostré que es posible
mantener un péndulo rigido establemente en su posicién invertida haciendo vibrar su
pivote arriba y abajo a alta frecuencia. Stephenson demostré que la posicién invertida

era estable si:
S V29l

a

Estudios posteriores, véase [1], han demostrado que es posible estabilizar el péndulo
invertido con frecuencias menores y amplitudes mayores, apareciendo asi, lo que se
conoce como regiones de estabilidad del péndulo invertido.

El sistema dindmico estudiado en este proyecto, esta inspirado en el clasico problema
de control que realiza, un malabarista en el circo, cuando trata de mantener una vara
en posicién invertida realizando movimientos horizontales con la mano hacia delante
y hacia atras. En este caso el malabarista realiza un control en posicién y velocidad,
acotando el movimiento de la vara a un intervalo cercano al punto de equilibrio superior.

1.2 Modelo del sistema dinamico péndulo-muelle.

Para este proyecto se ha elegido un sistema dinamico formado por un péndulo y un
muelle sometido a la accidon de la gravedad; se considera el caso autoexcitado en el
que el muelle vibra horizontalmente mientras que el péndulo puede girar alrededor de
su punto de suspensiéon que estd en uno de los extremos del muelle. La energia que
se introduce al sistema es en forma de condiciones iniciales desplazando el muelle o el
péndulo de su posicién de equilibrio.

En la figura (1.1) puede verse un esquema del sistema péndulo-muelle modelado. Se
trata de un muelle horizontal de constante “k” y de longitud natural “L,”. El despla-
zamiento respecto de su longitud natural viene determinado por la coordenada gene-
ralizada “¢q1” y en el extremo del muelle hay una masa de valor “m;” que sélo puede
moverse horizontalmente. Sujeta a la masa “mi”, hay una barra sin masa y de lon-
gitud “Lo” en cuyo extremo opuesto hay otra masa de valor “ms”. Estas dos masas
counstituyen el péndulo, y el dngulo que mide el giro respecto de la vertical viene dado

por la coordenada generalizada “gs”.

R. Gonzdlez



1.3. Objetivo del proyecto. 3

El sistema péndulo-muelle que se va a analizar se separa de los sistemas autoparamétricos
en el sentido de que no tiene una solucion semitrivial de la que se pueda partir para
analizar otros movimientos mas complejos. Es decir, no existe una solucion en la que el
subsistema, primario esté vibrando y el secundario no. Solamente hay una situaciéon en
la que el sistema se aproxima al caso autoparamétrico, es el caso en el que el péndulo
estd alineado con el muelle en la posicion horizontal; mas tarde se vera que esta situacién
solo se alcanza en un caso limite, ya que el efecto de la gravedad impide que el péndulo
se mantenga estatico en esta posicién.

Lo

Li+aq

Figura 1.1: Sistema péndulo-muelle.

1.3 Objetivo del proyecto.

El objetivo del proyecto es estudiar las distintas ramas de érbitas peridédicas estables
que tiene el sistema dindmico y por tanto, conseguir movimientos estables del sistema
péndulo-muelle en los que el muelle esté vibrando y el péndulo describiendo movimientos
acotados en el espacio de las configuraciones.

R. Gonzilez







Capitulo 2

Ecuaciones del movimiento del
sistema péndulo-muelle.

Se ha elegido la formulacién hamiltoniana para la determinacién de las ecuaciones del
movimiento, frente a las leyes de Newton o la formulacién de Lagrange, no sélo por
la ventaja numérica que supone integrar ecuaciones diferenciales de primer orden, sino
también por la informacién adicional que nos proporciona la funcién Hamiltoniana,
ya que en un sistema auténomo como el que aqui se trata, dicha funcién permanece
constante a lo largo de una trayectoria cualquiera. Esto permite que podamos estudiar
un problema de orden cuatro, como un problema de orden tres ya que se conoce una
constante del movimiento.

2.1 Estudio cinematico del sistema.

El vector de posicién de la masa m1, asi como su velocidad y el médulo de la misma al
cuadrado vienen dados por las expresiones siguientes:

. Li+aq ., I 5 )
Tm1:{ Oq }; 'rmlz{qo ) |7"m1|2:q%

Anilogamente para la masa mo se tienen las siguientes expresiones:

7 _ Li+q+ Losings
mro Ls cos go
H _ q1 + Lo cos qa ¢o
m2 —L2 SiIl q2 q'2
[7ms]? = G +2Locosqadi g + Lo* 43
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2.2 Energia cinética y potencial.

Las energias cinéticas de las dos masas del sistema vienen dadas por las expresiones
siguientes:

1 .
T, = §mIQ%
Ty = 5m2 (47 +2 Ly cosgadu G2 + L5 65)

La energia potencial del sistema viene dada por las energia potencial eldstica del muelle
y por la gravitacional de las dos masas, cuyas expresiones son:

Vip = 0
Vm2 = Mma2g L2 COS g2
1
= —kqg’
Vi 2 91

La energia cinética y potencial del sistema viene dada por las siguientes expresiones:

1 ) .. )
T = 3 [(ml + mg) q% + 2m9 Lo cosqa ¢1 go + mo Lg qg] (2.1)
1
U = moglLy cosqs + ikq% (2.2)

Observando la forma cuadritica dada por la expresion (2.1), se puede expresar la energia
cinética en forma matricial de la siguienta manera:

1. .
T=34Q4

Donde § es un vector cuyas componentes son las velocidades generalizadas ¢1 y ¢o, y
donde la matriz Q y su inversa tienen las siguientes expresiones:

Q = mi1 + mo meo Ly cos g2
~ \moLycosqy  mpLj
Q! - 1 mg L3 —mg Lo cos qo (2.3)
A —Tmy L2 COS g2 m1 + meo )

Siendo A el determinante de la matriz Q y cuya expresion es:

A =mymg L3 +m3 L3 sin® g (2.4)
La identificacién de la forma cuadratica dada por la energia cinética simplifica enorme-
mente el cilculo del Hamiltoniano. En la siguiente seccién se vera con todo detalle el
calculo, pero la idea que subyace es separar la parte que depende de las coordenadas

generalizadas de la parte que depende de las velocidades generalizadas.
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2.3. Céalculo del Hamiltoniano 7

2.3 Calculo del Hamiltoniano

El Hamiltoniano puede expresarse en funcién de las coordenadas generalizadas q1 y ¢o,
de los momentos generalizados p; y p2 y de la energia cinética y potencial del sistema
T y U de la siguiente manera;:

2
H(gi,pi) = Y pidi — L(gi &)
=1

Siendo L(g;, ¢;) la funcién Lagrangiana cuyo valor es:
L(gi,q) =T -U

Conviene puntualizar en este momento que, en un caso més general, tanto la funcién
Hamiltoniana como la Lagrangiana dependerian también del tiempo, sin embargo, al
tratarse de un sistema auténomo no se ha considerado esta dependencia de forma
explicita en el desarrollo teérico. Recordando las expresiones de la energia cinética y
potencial:

(@1 @) Q (‘h)

1

N | —

= Ula,q2)
Los momentos generalizados vienen dados por la expresién siguiente:

_(p1\ _ 0T _ (& q1\ _ o-1 (P
o= () =% ()= () -2 ()

Sustituyendo en la expresion del Hamiltoniano se tiene:
- d
H(gi,pi) = Y _pi¢i — L(gi,di) = (p1 p2) (q;) -T+U=
i=1

= p) Q! (Z;) - % (m p2) (@) QQ! <§;> +U

Como la matriz Q™! es simétrica su traspuesta coincide con ella misma, es decir,
_1\t _ . . ..
(Q 1) = Q~!, con lo que el Hamiltoniano queda de la siguiente manera:

H(gi,pi)) == p2) Q! (g;) +U (2.5)

1
2
Tanto la matriz Q como la expresién de la energia potencial, dependen exclusivamente

de las coordenadas generalizadas ¢ y ¢o. Sustituyendo ahora la matriz Q™! en la
expresion (2.5) del Hamiltoniano queda:

1 my L2 —msg Lo cos go p1
H(g;,p;) = 2A (pl p2) (_m2 Lo cos g mi + me P +U (2.6)

R. Gonzilez




8 Capitulo — 2. Ecuaciones del movimiento del sistema péndulo-muelle.

Desarrollando la expresién (2.6) se llega a la forma definitiva del Hamiltoniano que
viene dada por la siguiente expresion:

1
H(gi,pi) = A (mg L2 p? — 2mg La cos g2 p1 p2 + (m1 + mg)p%) +
2.7)
1 (
+ 2 kq? 4+ mo g Lo cos g
Donde: A = mj mo L3 + m3 L2 sin? go
2.4 Ecuaciones de Hamilton
Las ecuaciones del movimiento vienen dadas por las siguientes expresiones:
) oH
q1 = —
Op1
; oOH
92 = 5 —
Op2
- oOH (2.8)
PL=—5—
oq1
. _OH
b2 9aa

Sustituyendo en las ecuaciones (2.8) la expresién del Hamiltoniano dada por (2.7) y
operando se llega a las siguientes ecuaciones diferenciales de primer orden:

Ly p1 — cos g2 po

“= (m1 4+ mg sin? qo) Lo
P Ly cosgap1 + (m1 +m2) po
(m1 + ma sin® o) mo L2
p1=—kaq (2.9)
o G A o )
sin gs p1 po

— + me g Lo sin
(m1 + mg sin? go) Ly 2952 &

2.5 Adimensionalizacion de las ecuaciones del movimiento

En el sistema dindmico (2.9) de dos grados de libertad que se estd analizando, inter-
vienen seis parametros: mq, me, L1, Lo, k y g. Sin embargo, no todos ellos influyen en
el problema, por si mismos de manera independiente, sino que lo hacen formando parte
de algin grupo funcional. Al aplicar la técnica de la adimensionalizacién se consigue
que los pardmetros aparezcan en las ecuaciones formando grupos, reduciendo asi el
nimero de parametros significativos del problema.

R. Gonzdlez




2.5. Adimensionalizacion de las ecuaciones del movimiento 9

2.5.1 Variables adimensionales

Las variables adimensionales se definen a partir de las variables dimensionales, de la
siguiente manera:

Q==
a
Q=7
P1
p=0
1= (2.10)
p="
i
T=—
to

2.5.2 Relaciones adimensionales entre los parametros del sistema

Antes de sustituir las variables adimensionales (2.10) en las ecuaciones del movimiento

(2.9), conviene definir una serie de relaciones adimensionales entre los pardmetros del
sistema.

e )\ : este pardmetro adimensional expresa una relacién entre las masas del sistema
de la forma siguiente:

ma

A= ——
mi + mg

Esta relaciéon de masas permite acotar claramente los valores del parametro A:
O0<Akl1

— Cuando A = 0, la masa mg9 es nula y por tanto lo que se tiene es un sistema
masa-muelle de un grado de libertad.

— Cuando A = 1, la masa m1 es nula y lo que se tiene entonces es un problema,
mal definido.

Esta relacién permite ademds simplificar un término que aparece frecuentemente
en el denominador de las ecuaciones:

mao

my + mo sin? g = (mq1 4+ mo)(1 — cos’ g2) = (m1 + mo) (1 — ) cos® qg)

mi + mo

® w,, : este término representa la frecuencia natural de un sistema masa-muelle
siendo la constante del muelle ”k” y la masa ”"mq + ma”.

/ k
w. = _—
i m1 + mo

® w, : este término representa la frecuencia natural de un péndulo con una masa
colgada al final de dicho péndulo de valor "my”.

R. Gonzilez




10 Capitulo — 2. Ecuaciones del movimiento del sistema péndulo-muelle.

Estos dos ultimos pardmetros no se manifestaran en las formulas explicitamente, lo
haran de forma acoplada, ya que ni tenemos un péndulo s6lo, ni un sistema masa-muelle
aislado, sino una combinaciéon de ambos. En realidad estos dos 1ltimos pardmetros
han sido definidos para simplificar en alguna medida las relaciones paramétricas que
apareceran mas tarde.

2.5.3 Adimensionalizacién de las ecuaciones.

A continuacién se sustituyen las variables adimensionales (2.10) en cada una de las
ecuaciones (2.9) y operando se llega a:

Primera ecuaciéon

Lyp1 — cosqapo

@ = (m1 + mg sin? go) Ly
g dQl _ L2 CP1 —COSQQdPQ
to dr (m1+mo)(1 — X cos? Qy) Lo
dQl 1 t() Cc t()d
- P - P
dr 1— )\ cos?2Qq (a(m1 + mg) ! a (my + ma) Loy 2 €08 Q

Si se impone como condiciéon que los dos grupos dimensionales valgan la unidad, se
obtiene una primera ecuacién adimensional. Como se tienen cinco pardmetros para
adimensionalizar las variables a, b, ¢, d y t, se podran imponer cinco condiciones del tipo
de la anterior, para adimensionalizar las ecuaciones, los restantes grupos dimensionales
valdran la unidad sin necesidad de imponerlo como condicién, bastara con utilizar las
relaciones anteriores y operar. En realidad ya se ha utilizado una condicién sin haberla
indicado explicitamente, y que es b = 1, por otra parte légico, ya que la variable g2, es
una variable angular. En resumen, se obtiene:

dQ1 Py — P cos Qo
= 2.11
dr 1— X cos?2Qq ( )
toc
_— =1 2.12
a (my + mo) ( )
fo d =1 (2.13)

a (my + mg) Lo

Segunda ecuacién

—mg Ly cos ga p1 + (m1 + ma) p2

“ = (m1 + mg sin? go) ma L2
1 dQs 1 mo Lo c (m1 + m2) d
il — — P, P
to dr (m1 +ma) (1 — X cos? Q9) ( mo L3 1 cosQz + mg L3 2
dQ 1 toC mi1 + meo tod
- - P P
dr 1— X cos? Qo ( (m1+ma) Ly cos Q2+ me  (my + meg) L3 2

R. Gonzdlez




2.5. Adimensionalizacion de las ecuaciones del movimiento 11

Observando las relaciones dimensionales (2.12) y (2.13) y sin més que realizar un simple

despeje de variables se llega a:
t() C
(m1 + mg)
t()d . [4)

(m1 + mg) L2 " Ly

Sustituyendo las relaciones dimensionales anteriores en la dltima ecuacion se obtiene:

dQ2 1 a mi1+me a

— -2 p mitm2 @ p
dr 1— )\ cos2Q9 ( Ly ' cos Gz + my Lo 2)
dQ2 1 a P2

= 2 (_p 2
dr 1—ACOSZQ2L2< 1 cosQz + A)

Se obtiene la segunda ecuacién y una cuarta relaciéon dimensional:

P.
dQs —P; cos @y + 72

= 2.14
dr 1— X cos? Qs (2.14)
a
—=1 2.15
- (215)
Tercera ecuacion
1 = —kaq
C dP1
— 1 — g
to dt @
dP1 _ k‘at()
dr c @
Se obtiene la tercera ecuacion y la quinta relacién dimensional:
dpP,
—_— = 2.16
i @1 (2.16)
kat
2% 1 (2.17)
c

Cuarta ecuacién

PR sin go p1 p2 4
(m1 + mg sin? go) Ly

singo cos qo

(mo L3p? — 2mg Ly cos gap1 pa + (my + mz)pg) +

(m1 + mg sin® g9)? L3
+ ma g Lo sin gy

@ _ ditgc P, P, sinQ9
dr — d(mi+mg) Lo 1—Xcos? Qo
M2 Yo sin @ cos Qs ( 2 2 59 m1 + ma
+ Lyc" Pl —2LycdcosQa PL P +
d(m1 +m2)? L3 (1 — X cos? Q2)” 2t ? @ P1 Py Mo
Lot
wsin%

R. Gonzilez




12 Capitulo — 2. Ecuaciones del movimiento del sistema péndulo-muelle.

Observando las relaciones dimensionales (2.12) y (2.13) se ve que entre ellas existe la
relacion:

_d
-5

Haciendo uso de esta relacién en el paréntesis de la ltima ecuacion se obtiene:

C

dP2 _ t()C P1 P2 sian
dr ~ (myp+mg) Ly 1 — X cos2 @
ma 1o sin Q2 cos Q2 2( 2 mi1 + ma 2)
+ d|Pf—2cosQo P Pp+————-PFP; )+
d (my + mg)? L2 (1 — X cos? Q2)2 ! QPP mo 2
Lot
ma gd 210 sin Qs

Utilizando la relacién A que existe entre las masas:

dP; toc Py P, sin Q2

dr ~ (mi+mg) Ly 1 — X cos?Qy
tod A sin Qg cos @2
(my + mg) L2 (1 — X cos? Q2)2

Loty .
m29d2 ostQ

2 Py
P —2COSQ2P1P2+T +

Utilizando la relacién (2.15), es decir a = Lo, junto con las relaciones (2.12) y (2.13),
se observa que los dos primeros grupos dimensionales son iguales a la unidad:

t() C _ to C —1
(m1+mo)Ly  (m1+m2)a
td  _ tod

(m1+me) L3 (m1+ma)aly

El tercer grupo dimensional se transforma, usando la relacién (2.17), de la siguiente

manera;
mogLoty _mag  my (m1+m2)g:>\62
d kL, mq+mo k Ly
Siendo A y e:
o M2 . (m1 +ma)g
mi + mso kLo
Por tanto la cuarta ecuaciéon queda de la forma:
aP _ _PiPsinQy
dr ~ 1—Xcos2Qs
A si P2
sin Q2 COSs Q22 (P12 . 2P1 P2 cos QZ + _2> + (2.18)
(1 — X cos? Qo) A
+ Xé? sinQy
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2.5. Adimensionalizacion de las ecuaciones del movimiento 13

2.5.4 Recapitulacién

Los coeficientes de adimensionalizacién quedan de la manera siguiente:

= Iy
b =1

Despejando de la relacién (2.12) y sustituyendo en la relacién (2.17) se tiene:

toc NN :(m1+m2)L2
(m1 4+ ma) to
katg k Loty k Loty [m1 + mo
C C (m1 + mg) Lo 0 k

Sin mds que sustituir en las relaciones (2.12), (2.13) se obtiene:

¢ = /m1+m2 kLg
d = k)LZ /ml—l—mz k)L%
to = /m1+m2

Las variables adimensionales quedan de la siguiente forma:

g1 = La Q1
g2 = Q2
kL
o= l2p (2.19)
Wm
k L2
po=—2Py
Wm,

Los seis parametros de los que consta el sistema, m1, ma, L1, Lo, k y g, se manifiestan
tras la adimensionalizacién en forma de dos grupos dimensionales:

A= —2 A€ (0,1)

m1 + mg

p i+ ma) g (2.20)
e:@: Lo € € [0,00)
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14 Capitulo — 2. Ecuaciones del movimiento del sistema péndulo-muelle.

Las cuatro ecuaciones quedan de la forma siguiente:

dQ1 Py — Py cosQq
dr  1—Xcos2Q,

P
Qs —P; cosQo + =2

B A

dr ~—  1—Xcos2Q,
dP;

i (2.21)

-

P i L
dpP, _ A sin Qo COSQ22 (p12 — 2P, P, cos Q2 + —2) -
dr (1—Xcos2Qy) A

Pl PQ SinQQ 2 .
S Sl Seh TR}
1— X cos? Qo TAC @

2.6 Comprobacion de las ecuaciones adimensionales

Para comprobar las ecuaciones adimensionales, se sustituyen los cambios de variables
(2.19) en la expresién del Hamiltoniano y se deducen de nuevo las ecuaciones diferen-
ciales del movimiento.

ma L2 p? — 2my Lo p1 p2 cos g2 + (my + ma) p3

H= 2+
2ma L3 (my + mo sin? g9)
1
+ §kq% + mg g Lo cos g
KL K2 L3 k2L
ma L35 L2 P2 9my L, L py py cos @y + E T2 1y, B L2 o
H — wm m mo W, +

2my L2(m1 + mg) (1 — A cos? QZ)

1
-I-EkL%Q%-I-mgng cos Q9

ma Ly k- 2 P}
B P?-2P P i
2w, mo LE(m1 +m2) (1 — X cos? Q2) 1 1 P cos Q2 + 3 +

1
+§kL% %+MQQL2 COSQ2

P2
P12—2P1 P2 COSQ2+—

1 mo g
H =k L2 A 4 kI2= k L2
2 2(1— X cos? Qo) Q1+ kL,

cos Q9

Se puede adimensionalizar el Hamiltoniano, si se divide toda la expresion anterior entre
el término k L3.

2

P.

T P12—2P1P2cosQ2+72 1, \
H: = — )\

k L2 2(1 — X cos? Qo) +2Q1+ € cos Qe

(2.22)

A continuacién se van a deducir de nuevo las ecuaciones de Hamilton, pero esta vez
se partird del Hamiltoniano adimensional, para lo cual habra que usar una versién
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2.7. Expresion del Hamiltoniano en funcién de las variables adimensionales 15

adimensional de la formulaciéon Hamiltoniana.

i LydQ: kL 0H dQ: oH

N apr Tt dr  klLajwm 0P, dr 0B

. OH 1dQ, kL? OH dQ, OH

= 9p, = %o dr  kL2jwm OP dr 0P,

O _ kL, dh _ kI3 0H _ dp__oH

= 8Q1 W t() dr o L2 8@1 dr B 8Q1

_ OH kL2 dP, , OH dP, oOH
== =2 - kLI =2 =

P2 8(]2 — Wm t() dr 2 8Q2 — dr BQQ

Sin mas que sustituir el Hamiltoniano adimensional en la nueva version de las ecuaciones
de Hamilton, se obtienen las ecuaciones obtenidas anteriormente:

dQl . 8H . P1 — P2 COSQ2

dr 0P, 1— X cos2Qq

P
dQ, o —P; cos Qo + 72
dr 0P,  1—)\cos?2Qs

ap_ ol __,
ar Q¢!
dPy o0H A sin Q3 cos Qs 9 P}
R P2_2P P 2
dr 0Q2 (1 — X cos?Qy)? ! 1 P2 cos Q2 A

Py P, sin Q9 9 .

1—/\COSQQ2+>\€ sin Q9

2.7 Expresion del Hamiltoniano en funciéon de las vari-
ables adimensionales

Se puede escribir una expresion del Hamiltoniano en funcién de las variables adimen-
sionales actuando de manera inversa, es decir, partiendo de las ecuaciones diferenciales
(2.21) e integriandolas para obtener el Hamiltoniano. Haciéndolo asi, se obtiene la
expresion (2.22) del Hamiltoniano definida, salvo una constante. Esta constante se
puede determinar, eligiendo un origen para el Hamiltoniano, este origen se toma por
comodidad en el equilibrio inferior. El valor del Hamiltoniano en la posicién inferior
es: R
H(Ql :O,Q2 =7T,P1 :O,PQ :0) = —)\62

Suméndole a la expresién del Hamiltoniano dada por (2.22) la cantidad ” X €2” logramos
que se anule en la posicién inferior. La expresién definitiva queda como:
P2
R P12—2P1P2 COSQQ"‘TQ 1 9 9

H= + Q7+ Xe"(cos@2+1

2(1 =X cos?Qq) 2 @ e (cos Q2 +1)
Evidentemente las expresiones de las ecuaciones diferenciales que se deducen de esta
expresion del Hamiltoniano son las mismas que las que se deducen de la expresién
(2.22), ya que la adicién de una constante no altera la forma de dichas ecuaciones.

(2.23)
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16 Capitulo — 2. Ecuaciones del movimiento del sistema péndulo-muelle.

2.8 Consideraciones sobre la energia

El nivel de energia, o lo que es lo mismo, el valor del Hamiltoniano, permanece constante
a lo largo de una trayectoria. Si se tiene el sistema:

% =f(x), x € R*

Se puede calcular la variacién de H (x(¢)) con el tiempo mientras evoluciona por una
trayectoria, de la siguiente manera:

dHStc(t)) _vH. d)ccl_it)
De la formulacién Hamiltoniana se tenia:

oH

Oq

0 0 10 %{

A5 e

0 -1 00 op1

OH

Op2

Sustituyendo en la expresiéon anterior se tiene:

dH (x(t)) _ o dx()

= = _VH-J.-VH =
7 7 VH-J-V 0

Expresiéon que pone de manifiesto la constancia de la energia a lo largo de una trayec-

toria, algo 1égico por otra parte, ya que se ha despreciado el efecto de la disipacion en
el modelo tedrico desarrollado.

2.9 Propiedades del sistema de ecuaciones diferenciales.
Dado un sistema dindmico de la forma:
x=f(x), xR
Se dice que el sistema es simétrico si dada una simetria S, se cumple:
f(8x) =5 f(x)
Siendo S una matriz n x n, tal que S? = I.

Si (t) es solucién del sistema x = f(x) , se puede ver que S ¢(t) también es solucién
del sistema:

Se(t) =h(t) = h(t) = S @(t) = S f(e(t)) = f(S (1)) = f(h(t))
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2.9. Propiedades del sistema de ecuaciones diferenciales. 17

Una solucién ¢(t) del sistema x = f(x), se dice que es simétrica, si se cumple:

Se(t) = (1)

Una solucién ¢(t) del sistema x = f(x), se dice que tiene simetria espacio-temporal
si se cumple que:

Se(t) =+ K)

Se dice que un sistema dindmico de la forma X = f(x) es reversible si dada R se
cumple:

Rf(x) = - f(Rx)
0 equivalentemente:

—f(x) = Rf(Rx)

Siendo R una matriz n x n, tal que R? = I.

El sistema de ecuaciones diferenciales (2.24), goza de estas dos propiedades fundamen-
tales.

dQ1  Pr— P cos Q2

dr  1—Xcos2Qy

P
Qs —P; cos Qo + -2

_ A
dr ~  1—Xcos?2Qs
dP
d—rl S (2.24)
dP, A sin Q9 cos Q2 9 P22
— = P —-2P P =] -
dr " (- rcor @y \[1 2T eos@ty
P P, sinQs 9 .
1—)\COSZQ2+)\6 sin Qo

La funcién hamiltoniana (2.25) posee también estas dos propiedades.

P2
R P12—2P1P2cosQ2+72 1, ,
H= - A

2(1— X cos? @) +2Q1+ ¢ cosQs

(2.25)

Efectivamente, goza de simetria ya que si se hacen los cambios:

Q1 — -
Q2 — 2m—Q
P1 — —P1
P - —P

las ecuaciones no varian.
Goza también de reversibilidad llamada natural ya que si se hacen los cambios:

Pl — _Pl
P2 — —P2
T — —T
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18 Capitulo — 2. Ecuaciones del movimiento del sistema péndulo-muelle.

las ecuaciones tampoco varian.
La presencia de simetrias en las ecuaciones simplifica el estudio de las mismas y se

puede aprovechar para clasificar las familias de soluciones y el comportamiento de las
bifurcaciones.
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Capitulo 3

Linealizacion de las ecuaciones
del sistema péndulo-muelle.

En el capitulo anterior se calcularon las cuatro ecuaciones diferenciales, que determinan
el movimiento del sistema péndulo-muelle que se estd analizando. En este capitulo se
linealizaran dichas ecuaciones en torno a sus puntos de equilibrio para tratar de extraerle
al sistema toda la informacién que sea posible. Este capitulo se divide, por tanto, en dos
partes bien diferenciadas, por un lado se calcularan los puntos de equilibrio del sistema
y por otro se linealizara el sistema en torno a dichos puntos. Los equilibrios sirven
como punto de partida para los métodos numéricos de continuacién, y la informacién
obtenida de la linealizacién sirve para obtener una idea aproximada del comportamiento
del sistema cerca de dichos equilibrios.

3.1 Calculo de los puntos de equilibrio.

Dado un sistema de la forma x = F(x), los puntos de equilibrio cumplen:
F(x)=0

El equilibrio en el sistema que se estd tratando viene dado por las expresiones siguientes:

o d@Qr
@ = dr =0
. d
Gy =0 (5.1
3.1
. dP;
P = — =
! dr 0
. dP,
P = — =
2 dr 0

19



20 Capitulo — 3. Linealizacién de las ecuaciones del sistema péndulo-muelle.

A continuacién se recuerda la relaciéon que existia entre las coordenadas generalizadas
y los momentos generalizados y entre las variables dimensionales y adimensionales:

() =)
)

n) = (o ) () =2
=—= A

(pZ) Wi (O Lo

()= (% ) (@)-=@)
42 t() 0 1 Q

D1 ¢ P Q1> (P1) 1 (Ql)
= . — A_ B — = A. B .
()= (3) = (R) -2 () = (7) -aem (g
Una vez recordada las relaciones anteriores, se puede aplicar la condicién de equilibrio:

P\ _ . Q1) _ (0 — =
(7)) =a"eB(8) = () =[E=r=0

. P, — P, cos Qg
@ 1—Xcos2Qo

P,
) -P; COSQ2+72
@2 1 — Acos? Qs

B—0— -0 ~0—[@ =1
P2=0:>/\62sinQ2:0:>

Existen por tanto dos puntos de equilibrio, uno con el péndulo en la posicién inferior y el
otro con el péndulo en la posicién superior, en ambas posiciones el muelle se encuentra
en reposo, es decir con (1 = 0. Ambas posiciones de equilibrio se representan en las
figuras (3.2) y (3.1).

3.2 Linealizacién en torno a la posiciéon de equilibrio in-
ferior.

Linealizar las ecuaciones no es mas que aplicar el teorema de Taylor en torno al punto
o puntos deseados, en este caso en torno a:
Q1=0 Q=7 P=0 P =0

Para evitar linealizar en torno a un punto que no sea el ”0”se va a hacer el cambio de
variable siguiente:

Q-7T=-Q Q=-Q}

Después de linealizar, las ecuaciones quedan en la forma siguiente:

leﬁpl‘f‘%]%

. 1 1

622:_1—,\]31_>\(1—>\)P2 (3.2)
P =-0

Py =\’ Q3
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3.2. Linealizacién en torno a la posiciéon de equilibrio inferior.

Figura 3.1: Posicién de equilibrio inferior.

Que en forma matricial pueden expresarse:

. 0 0 1 1

Q1 1 —1)\ 1 —1/\ @1

Bl_|o o — — Q5

P, 1-Xx A(1-=-2X) P

Py -1 0 0 0 P,
0 e 0 0

21

(3.3)

Una vez linealizadas las ecuaciones, el siguiente paso serd calcular los dos modos nor-
males en la zona lineal, cerca del equilibrio inferior. Esto no consiste mas que en realizar

un simple calculo de autovalores y autovectores que se detalla a continuacién.

3.2.1 Calculo de los autovalores.

La matriz jacobiana del sistema linealizado tiene la siguiente distribucién por bloques:

0 A
(s o)

Sea  autovalor de J; y sea (3) el autovector asociado, entonces:
u u
1 (1) =2()
0 A\ (u) o N Av =Qu
B 0/\v/) v Bu = Qv

Despejando de la segunda ecuacién y sustituyendo en la primera:

1 1
v = ﬁBu = AﬁBu = Qu = ABu = Q%u
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Q2 =0

Figura 3.2: Posicién de equilibrio superior.

Por tanto si  es autovalor de J; entonces Q2 es autovalor de AB.

1 1 -1 Ae?
1-X 1-—2X -1 0 1-x 1-—
AB=1 1 —1 (0 ,\62) ol B
L=X A(l=)) 1—X 1-2)
1 _ 2 Ae?
AB — 0’1 L=A =2 120
1 —€? 9
1—\ 1—\

Resolviendo el polinomio caracteristico, se obtiene:
1+ ¢ 1+e2 > 2
Q% _ + € n + € €
2(1 - X) 2(1-X) 1-A
g _ _1+e 4@ N e
2 2(1 - \) 2(1 — \) 1-X

Se obtienen por tanto dos parejas de autovalores complejos conjugados, con parte real

nula:
1+e 1+6 €2
S 1-

1 1 2
0 ::ﬂ\ e +¢ +6 liA

0F = +i

/
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3.2. Linealizacién en torno a la posicién de equilibrio inferior. 23

Q2

Figura 3.3: Cambio de variable para linealizar en torno a la posicién de equilibrio
inferior. Se realiza el cambio Q5 = T — Q2.

El punto inferior de equilibrio es por tanto estable, aunque no asintéticamente estable,
como corresponde a un sistema Hamiltoniano, y estard rodeado de soluciones periddicas
con dos frecuencias (|], |Q2]).

3.2.2 Calculo de los autovectores.

Para el primer modo (21, se tiene:

__1_9% )‘_62
(AB- Q) u=0= | " L=A (Qi>=0
1 —€? Q2 Q3
1-\ 1-x 1

Como las dos ecuaciones son linealmente dependientes, se despeja una cualquiera:

1
QZ
1 W 1o
(e iGesi=a= e
1-A

Analizando la forma de la dltima ecuacion obtenida, se puede obtener informacién so-
bre la forma de moverse del sistema, concretamente del primer modo.

A continuacién se estudia el signo del coeficiente de la variable @)q; el denominador
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Q>0

'—>

Q2> 0

Figura 3.4: Primer modo normal.

siempre es positivo, luego sélo se tendra en cuenta el numerador:
1 1 1+ ¢ 1+e2 \? 2
L +Q% _ _ I+e n + € €
1—A 1-X 2(1-X 2(1 = X) 1-A
_o =@ (ke N e
Co2(1 =) 2(1 - )) 11—
o 1-é N 1—¢e2 \? N Ae2 =0
T 2(1 - ) 2(1 —X) (1— )2

Como X < 1, el coeficiente de 1 siempre es positivo y por tanto la variable angular y
la lineal tienen el mismo signo.
En la figura (3.4) puede verse graficamente la forma del primer modo.

Para el segundo modo (25, se tiene:

—1 B Q% Ae?
(AB-02)u=0=— |1~ * LA (Qi>=0
1 —? 02 Qz
1-) 1-) 2

Como las dos ecuaciones son linealmente dependientes, se despeja una cualquiera:

1
Ae?

1-X

1 2 )‘62 * *
- —1_)\4—92 Q1+—1_)\Q2:0$Q2= Q1
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3.3. Linealizacién en torno a la posicién de equilibrio superior.

@1 >0

'—>

\_/
Q2 <0

Figura 3.5: Segundo modo normal.

Nuevamente se va a analizar el signo del coeficiente de Q1:

PSR S 1+ \? &
1—x 2 7 1-Xx 21-) 2(1 — ) 1-X
N L e T S
o 2(1—)) 2(1 - )) 1- )
o 1-é B 1—¢2 2+ Ae? <0
o 2(1 ) 2(1 —)) (1—X)2

Al ser el coeficiente negativo, las dos magnitudes tienen signos diferentes.
figura (3.5) se muestra la forma del segundo modo normal.

25

En la

3.3 Linealizacion en torno a la posicién de equilibrio su-

perior.

Ahora se aplica el teorema de Taylor en torno al punto:

Q=0 Q=0 P=0 =0

Tras linealizar las ecuaciones quedan en la forma:

QlZ%H—%PQ

. 1 1
Q2=—1_)\P1+)\(1_)\)P2
Pi=-

Py =) Qo
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Y en forma matricial quedan:

. 0 0 L __1
Q1 _ 1| o 0 _ Q2
P~ 1-x A0-XN||p (3.5)
2, -1 0 0 0 P,
0 Xé 0 0

A continuacién se realiza el cilculo de autovalores y autovectores para determinar los
modos normales.

3.3.1 Calculo de los autovalores.

La matriz jacobiana del sistema, linealizado tiene la siguiente distribucién por bloques:

0 A
(3 )

Sea ) autovalor de J, y sea (3) el autovector asociado, entonces:
u u
() =2()
0 A\ (u) o(v) — Av =Qu
B 0/\v/) v Bu = Qv

Despejando de la segunda ecuacién y sustituyendo en la primera:

1 1
v = ﬁBu:AﬁBu:Qu:ABu:QQu

Por tanto si 2 es autovalor de J,, entonces Q? es autovalor de AB.

1 -1 -1 —)\é?
_l1=Xx 1= -1 0y _[1-Xx 1=\
AB=1 1 1 (0 ,\62>_ 1 2
T=X AM1-2) 1-X 1-X

-1 2 —)é?

AB - 01| = |12 17 =0
1 € 2
11—\ 11—\

Resolviendo el polinomio caracteristico, se obtiene:
1—¢€ 1—¢e2 \? €2
0 = - N &
! 2(1—,\)+\/(2(1—,\)> TN

1—¢? 1—e \? €2
2 _ -~ R -
% = 2(1 - \) \/(2(1—,\)) R
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Se obtienen por tanto una pareja de autovalores reales y una parejas de autovalores
complejos conjugados, con parte real nula:

1— €2 1—¢2 \? €2
o= i\_2u—xy+¢(ﬂ1—m> T

1—¢? 1—e2 \? e
o i\ﬁ”/(ﬁ) T

3.3.2 Calculo de los autovectores.

Para el primer modo (21, se tiene:

02 —\é?
T—x 1 1-a
(AB- QM) u=0= | '~ * L=A C%>:0
1 € 9 Q2
-Q
1

1-X 1-A
Como las dos ecuaciones son linealmente dependientes, se despeja una cualquiera:
1

- _0?
1 Ae? _ 1
—(—1_/\+Q%>Q1—1_/\Q2=0:>Q2=—1 )\i\Q Q1

1-X

Analizando el signo del coeficiente de Q1:
— 2 2 \?2 2
S S S I Sl Y e L
1—-X 1-X 2(1-2X) 2(1 =) 1—-X
o 1+ ¢ B 1—¢ 2+ €2
21 =N 2(1—X) 1-X
L 1+ ¢ B 1+ €2 2_ Ae? <0
21 =N 2(1—X) (1—N)2

El coeficiente que multiplica a )1 es negativo, eso quiere decir que el signo de ()1 es
contrario al signo de Qs.

Para el segundo modo €2, se tiene:

-1 9 —é?
T UL I 'y

- 1-A (Q 1) —0
1 € 2 Q2
1-x 1-x 2
Como las dos ecuaciones son linealmente dependientes, se despeja una cualquiera:

1
___Q%

1 Aé? -
—(ff;+%>Qr— = 0= Q=172

(AB-Q3I) u=0—=

1-A Ae? @

1-X
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Q2<0

Q1>0

Figura 3.6: Modos normales en la posicién superior.

Analizando el signo del coeficiente de la ecuacién:
1L o _ 1L 1-e e 2+ e
1-Xx "2 7 1-XxT201-) 2(1 - \) 11—
1+ ¢ 1—¢ \? €2
= - 4 +
21— 21 =X 1-A

1+ ¢€ 14+¢ \? Ae?
= - - 4 — <0
2(1=X) 2(1=X) (1-=X)2
El coeficiente que multiplica a )1 es negativo, esto quiere decir que el signo de @1
coincide con el signo de ()2, como en el primer modo.

Los dos modos son cualitativamente semejantes, sélo se diferencian en la amplitud de
la batida. La forma cualitativa de moverse de ambos modos puede apreciarse en la
figura (3.6).
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Capitulo 4

Estudio de los parametros que
intervienen en el sistema.

Para poder utilizar las técnicas nimericas de andlisis de sistemas dindmicos, como con-
tinuacién o integracién, hay que asignar unos valores concretos a los pardmetros A y e.
A lo largo de este capitulo se analizard la informacién obtenida de las frecuencias natu-
rales lineales con el fin de asignar unos valores concretos a los mencionados parametros,
de tal forma que el comportamiento del sistema se ajuste lo mas posible al objetivo
marcado por el proyecto, estabilizar el péndulo en la posicién horizontal.

4.1 Estudio de las frecuencias naturales obtenidas de la
linealizacion.

Se va a realizar un estudio de las frecuencias naturales obtenidas de la linalizacién en
torno a la posicién inferior. Para ello se va a representar en ejes coordenados los valores
de las dos frecuencias, utilizando como pardmetros los valores de A y €, obteniéndose asi
el mapa de frecuencias de la figura (4.1). Este tipo de representacién sélo tiene sentido
para las frecuencias obtenidas en la linealizacién en torno a la posicién inferior, ya que
en este punto las dos frecuencias 21 y 2, son complejas.

1+ € 1+e \> ¢
9 = _2(1—/\)+\/<2(1—/\)) S1-2 -y

1 2 1 2 2 2
02 = e L R (e L R S (4.2)
2(1 =) 2(1-X) 1-—A
En la posicién superior, esta representacién deja de tener sentido ya que un autovalor
es complejo y el otro es real.

4.2 Busqueda de resonancias.

Para determinar que par de valores de los pardmetros van a ser utilizados para realizar
los cdlculos numéricos con ordenador, se van a buscar los puntos donde se den relaciones
de resonancia. Los puntos de resonancia son interesantes porque en ellos se favorece el
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0.4

Figura 4.1: Mapa de las frecuencias naturales o autovalores de la linealizaciéon para
distintos valores de ), siendo € la variable paramétrica.

intercambio de energia entre los dos modos normales. La idea es partir de un punto
cercano a una resonancia y aprovechar este intercambio de energia para desestabilizar
uno de los modos normales.

Estos puntos de resonancia vienen determinados por una relacién entre los autovalores
o frecuencias naturales del tipo:

0 m
- 4.3
% (4.3)

Siendo m y m nimeros enteros tales que m < n.

Operando con la relacién (4.3) se tiene:

Y9 m Q% m\?2 2 2 2002
—=— = —==|—) =a" = Q] =a*Q
Qo n Q% ( ) 2
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Sustituyendo las relaciones (4.1) y (4.2) en la relacién anterior se tiene:
1+é n 1+ €2 2_ €2 _ 2 1+ 1+e 2 €2
2(1— ) 2(1— ) 1-x “2a-n *“Viea—-yn 1A
1+ €2 1+e 2 €2
1-a?) 1 —(1+a? -
(1= afga— = +0‘)\/(2(1—>\)) 1— X
1+€ \? 1+€ \? €2
1—o2)? — (14 a2)2 S (14022
(1= (2(1—)0) I+ (gq=y) ~ a7

e\’ €
[(1+a?)? - (1-a?)?] (*2214__ )\)> = (1 +a?)? T

2(1+€2)2
1-A

— (1 -|—Oé2)262

2

El objetivo de este proyecto se centra en el estudio de la resonancia 1:2 como primera
resonancia alcanzable del sistema, ya que la resonancia 1:1 no se alcanza mdas que en
un punto y sélo para el valor del pardmetro A = 0 que es un caso degenerado que no
va, a estudiarse.

Como puede verse en la figura (4.2), la recta de pendiente “1/2”, que determina la
resonancia del mismo valor, corta a las curvas del mapa en dos puntos. A continuacién
van a determinarse los valores analiticos de estos dos puntos, asi como el miximo valor

del parametro X para el que existe resonancia 1:2.

Sustituyendo en la relacién (4.4) los valores m = 1y n = 2 se tiene:

4 1\?

Y despejando € como funcién de A se tiene:

ezgmi\/(gmf_l
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0.8 b

0.4 b

Figura 4.2: Esta figura muestra la interseccién de una de las curvas del mapa de
frecuencias con la recta de pendiente “1/2”. Los dos puntos de interseccién determinan
los valores de los parametros para los que se dan relaciones de resonancia.

Como puede apreciarse al observar las ecuaciones, por cada valor de A se obtienen dos
valores de €, por tanto, la condicién para obtener el valor maximo de A es que el término
dentro de la raiz, en la dltima expresion, sea cero, que serd cuando sélo se obtenga un
valor de e.

5 ? 9
(Z 1_>\maa:) _1:O:Amaw:%

Y el valor de € correspondiente es:
€(Amaz) =1

La curva de la figura (4.3) representa el par (\,e) para la relacién de resonancia 1:2.

4.3 Valores de los parametros \ y e.

Para poder realizar los cdlculos hay que elegir unos valores concretos de los parametros
del sistema A y e. Lo primero que se va a hacer es fijar la relacién de masas, un valor
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0.4

0.35F T

0.3 *

0.25F _

0.15F T

0.1 ]

0.05 T

05 €,=0.7396 1 €,=1.3520 15 2

Figura 4.3: Grafica que representa la relaciéon que existe entre los dos pardmetros del
sistema A y € para la resonancia 1:2.

adecuado es: m
A=—2 =103
mi1 + meo
Para este valor de A se cumple que mgy < mq, es decir, la masa del muelle m; es mayor
que la masa que cuelga del péndulo mo.
Fijada la relacién de masas, existen dos valores de € tales que los autovalores estdn en

una relacion de resonancia. Dichos valores son:

€1 = 0.7396
€2 = 1.3520

Para realizar continuacién numérica nos situaremos antes y despues de las resonancias,
uno de los objetivos es explorar la dindmica del sistema Hamiltoniano y determinar
como le afectan las variaciones del pardmetro €. Unos valores adecuados para realizar
continuacién son:

e1 = 0.5
€ =
€3 = 2
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Capitulo 5

Estudio de las 6rbitas periddicas
para A= 0.3 y e= 0.5.

Desde los trabajos de Poincaré se sabe que las érbitas periddicas, en general, no estin
aisladas en un sistema Hamiltoniano. Aparecen en forma de familias continuas en el
espacio de las fases y pueden ser investigadas variando algin pardmetro externo o lo
que parece mds natural el pardmetro natural que es la energia, véase [10].

La continuaciéon numérica es un método en contraste con la simulacién numérica, que
permite estudiar tanto las érbitas estables como las inestables. El software utiliza-
do para tal fin es el programa “AUTO” que calcula los autovalores de los equilibrios
o los multiplicadores caracteristicos de las érbitas periédicas y evalda unas funciones
test para detectar cada tipo de bifurcacién, para més informacién sobre continuacién
numérica puede consultarse [1, 2, 7].

Lo que se pretende en este proyecto, es realizar continuacién variando el valor de la
energia H. Sin embargo, generalmente ésta no aparece de forma explicita en las ecua-
ciones. Este problema puede resolverse perturbando el sistema con un término disipati-
vo, controlado por un pardmetro auxiliar, y considerando a la érbita periédica como el
resultado de una bifurcacién de Hopf en el valor que anula al pardmetro anadido. Si se
anade una perturbacién de la forma - VH(q;,p;) (8 << 1), en general se destruye el
caracter hamiltoniano del problema. La perturbacién actiia como un término disipativo
de manera que para valores no nulos de 3, destruimos las 6rbitas periédicas que existen
en el caso hamiltoniano (8 = 0). Con este término auxiliar, un equilibrio persiste para

B #0.

La mayor parte del capitulo esta dedicado a la continuacién de érbitas peridédicas del
sistema péndulo muelle que se estd analizando; se irdn exponiendo los diferentes resul-
tados obtenidos, junto con algunos comentarios sobre como se introducen las érdenes
en el programa.

En la dltima seccién se presentan algunos resultados obtenidos realizando secciones de
Poincaré.
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5.1 Continuacién numérica de dérbitas periddicas.

Para realizar esta primera continuacion se han elegido como valores para los pardmetros
A=03ye=0.5.

Para realizar los cdlculos con AUTO partimos del fichero “pm.c” que contiene las ecua-
ciones del sistema dindmico. Una copia de este fichero se encuentra al final, en el
apéndice A. Ademas de este fichero se necesitara el fichero de parametros o constantes
del programa AUTO, “c.pm”. Las siguientes modificaciones de los pardmetros no se
haran directamente sobre este fichero sino a través del nuevo modo de comandos que
incorpora la versién 2000 de AUTO que el manual llama CLUI (Command Line User
Interface) y que estd basado en el lenguaje de programacién Python.

Ademas de estos ficheros, se necesitan los ficheros de Python “util.py” y “eigenvalue.py”,
que representan graficamente los multiplicadores caracteristicos de las 6rbitas periddicas
y los autovalores de los equilibrios respectivamente.

5.1.1 Deteccion de la bifurcacién de Hopf.

Se trata de encontrar una bifurcacion de Hopf partiendo del equilibrio en la posicién
inferior. Para ello se utiliza un fichero de constantes de AUTO con los siguientes valores:

4100 NDIM, IPS,IRS,ILP

42013 NICP, (ICP(I),I=1 NICP)
504331000 NTST,NCOL,IAD,ISP,ISW,IPLT,NBC,NINT
300 -100 100.0 0.0 100.0  NMX,RLO,RL1,A0,Al
01028730 NPR,MXBF,IID,ITMX,ITNW,NWTN, JAC
1e-06 1e-06 0.00001 EPSL,EPSU,EPSS

-0.01 0.000001 0.01 1 DS,DSMIN,DSMAX,IADS

1 NTHL, (/,I,THL(I)),I=1,NTHL)

10 0.0

0 NTHU, (/,I,THU(I)),I=1,NTHU)

0 NUZR, (/,I,PAR(I)),I=1,NUZR)

Los pardametros mas significativos son:
e IPS=1 Para que continde un equilibrio.

e TRS=0 Para que lea las condiciones iniciales de la subrutina stpnt del fichero
pm.c.

e NICP=4 Numero de pardmetros del problema (A, ¢, H, )

e ICP(I) Lista con los pardmetros ordenados, el primero de ellos, serd el que se
contintie. En este caso (2,0,1,3), primero Par(2)=/, pardmetro de continuacion,
segundo Par(0)=\, tercero Par(1)=e y cuarto Par(3)=H.

e ISP=3 Para que detecte la bifurcacién de Hopf (HB).

e NPR=0 Para que en el fichero de salida fort.8 sélo guarde la primera érbita, la
iltima y las bifurcaciones que encuentre.
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e DS=-0.01 Es el paso de continuacion, en este caso negativo, porque se parte de
un valor de f mayor que cero, y por tanto habrd que continuar hacia atras, en
direccion al valor =0 en concreto, =0.4.

A continuacién se arranca el modo CLUI de AUTO con la instruccién:
auto

Tras esperar unos segundo a que se inicialice se escriben las siguientes instrucciones,
para importar los paquetes con utilidades que se van a utilizar:

from AUTOclui import *
from eigenvalue import *
from util import *

Para cargar en memoria los ficheros pm.c y c.pm:
1d(’pm’)

Para arrancar AUTO:

run()

La siguiente instruccién vuelca en una variable interna de Python, que se ha llamado
"hopf”, los autovalores del equilibrio, los representa grificamente y los salva en un
fichero postscript:

hopf=ev()
hopf .plotev()
hopf .psev()

Dicha representacién grafica se presenta en la figura (5.1), en ella se puede observar
la evolucién de los autovalores desde valores de 8 > 0 hasta valores de 8 < 0. Los
dos autovalores tienen al principio, cuando 8 > 0 parte real positiva, a medida que 3
disminuye la parte real de ambos va diminuyendo y para 8 cero cruzan el eje real a
la vez, en este punto AUTO detecta una bifurcacién de Hopf. Después, para valores
negativos del pardmetro la parte real de ambos autovalores se hace cada vez méas nega-
tiva. A continuacion se salvan los ficheros de salida de AUTO, “fort.*” con la extension
“* hopf”. Es decir renombro los ficheros fort.7, fort.8 y fort.9 a b.hopf, s.hopf y d.hopf
respectivamente.

sv(’hopf’)

Si se observa el fichero de diagnésticos d.hopf se pueden ver unas lineas como las que
siguen:

1 40 BP Function  7.142857E-01
1 40 Hopf Function -5.903178E-08
1 40 Eigenvalues: Stable: 4
1 40 Eigenvalue 1 -5.903178E-08 -4.790550E-01
1 40 Eigenvalue 2 -5.903178E-08 4.790550E-01
1 40 Eigenvalue 3 -8.627775E-08 1.247486E+00
1 40 Eigenvalue 4 -8.627775E-08 -1.247486E+00
==> Location of special point : Convergence. Stepsize = 3.999E-08
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1.5 T T T T T
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Figura 5.1: Evolucién de los autovalores desde un valor 8 > 0 hasta otro valor 8 < 0,
en el momento en el que el pardmetro 8 se anula, aparece una bifurcaciéon de Hopf.

En esta 6rbita, la nimero 40, AUTO detecta la bifurcacién de Hopf, obsérvese como
los autovalores tienen parte real nula, la parte imaginaria, por tanto debe coincidir
con los autovalores linealizados que fueron analizados anteriormente; recordando las
expresiones que se obtuvieron:

QQ__i_}_ 1+62 2_ 62
L7 21— 2(1 — ) 1-X\

@ _1+e 142 \* &
27 2(1-)) 2(1 — ) 1-X\

Si se sustituyen los valores de los pardmetros que se estidn utilizando para realizar la
continuacién A = 0.3 y € = 0.5, se obtienen los siguientes valores:

Qf = 047914
QF = 4+1.24754

Valores que se corresponden con los obtenidos con AUTOQ. Sin embargo la informacién
que mdas se usa para continuar érbitas, es el periodo, que se calcula muy ficilmente:

(5.1)

(5.2)

T = 2" _ 131158
€|
o (5.3)
Ty = 21— 5.0367
27 0

Como puede observarse el primer modo, es de una frecuencia mas baja y por tanto mas
facil de alcanzar que el segundo que es mas alto, sin embargo, el segundo modo una
vez que se alcanza es mas rapido que el primero.
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5.1.2 Continuacién de la bifurcacién de Hopf.

Se ejecuta AUTO partiendo de la bifurcacién de Hopf detectada en el apartado anterior,
para ello hay que realizar las siguientes modificaciones en las constantes que controlan
al programa AUTO. Se carga el fichero de soluciones obtenido anteriormente, s.hopf,
para continuar a partir de él.

1d(s="hopf’)

Para que contintie 6rbitas periddicas en vez de equilibrios, se cambia el parametro IPS
a dos.

ch(’IPS’,2)

Para que contintie desde la etiqueta 2 del fichero s.hopf que es donde se encuentra, la
bifurcacién de Hopf se cambia IRS a dos.

ch(’IRS’,2)

Ahora se van continuar érbitas periédicas en vez de equilibrios, se necesita un pardmetro
ma4s, que es el periodo.

ch(’NICP’,5)
Para incluir el periodo dentro de la secuencia de variables.
ch(’ICP’,[2,10,0,1,3])

Para que detecte todas las bifurcaciones y muestre los multiplicadores caracteristicos
de las érbitas periddicas.

ch(’ISP’,2)
Para que guarde una érbita de cada 20 que calcule.
ch(’NPR’,20)

Ahora se disminuye el paso y se aumenta, el ntimero de dérbitas que se computan, para
conseguir que las representaciones grificas de los multiplicadores tengan méas nitidez,
por tanto se van a continuar 750 érbitas con un paso inicial de 0.002 y un paso maximo
de 0.002.

ch(’°DS’,-0.002)
ch(’DSMAX’,0.002)
ch(’DSMIN’,1E-8)
ch(’NMX’,750)

Sélo resta correr el programa.

run()
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Vemos que AUTO detecta un punto de ramificaciéon “BR” para una 6rbita que tiene
una energia H = 0.0977232, la 6rbita es la nimero 622 y estd etiquetada con el niimero
78. Si ademads observamos el fichero que contiene el diagrama de bifurcacién, “fort.7”,
puede verse que de los dos modos posibles, AUTO contintia el primero, el que tiene
Ty = 13.1158, en otro apartado posterior forzaremos al programa a que continie la
rama, correspondiente al otro modo normal.

Si se representan los multiplicadores caracteristicos de esta rama de érbitas periddicas
se obtiene la figura (5.2), en la que puede observarse como a partir del punto 'BR’ las
orbitas periédicas dejan de ser estables y la solucién se ramifica, en el proximo apartado
se continuard por esta nueva rama que emana de la “BP”. Se observa también como la
solucién experimenta una bifurcacién de duplicacién de periodo para H = 0.0165299 y
que AUTO detecta en la 6rbita 248 y es etiquetada con el niimero 42.

En la figura (5.3) puede verse graficamente como los multiplicadores caracteristicos
evolucionan desde una posicion inicial sobre el circulo unidad con argumento £2.1751
hasta el punto “+1” donde AUTO detecta la “BP” pasando por el punto “—1” donde
aparece la bifurcacién de duplicacién de periodo que no detecta el programa. A partir
del punto “+1” dos autovalores permanecen en este punto (propiedad de los Hamiltoni-
anos) y los otros dos evolucionan por caminos opuestos sobre el gje real, esta situacién
es indicadora de inestabilidad en las 6rbitas periddicas.

A continuacién se salva la representacién de los multiplicadores generada en la figura
(5.2) y se copia a la carpeta “images”.

cm=cm()

cm.plot ()

cm.psQ)

shell(’cp cm.ps images/cm2.ps’)

Podemos sacar atin mas informacién de la linealizacion del sistema aplicando el teorema
del centro de Lyapunov, véase [3]. Este teorema dice que si se conocen los autovalores
de un punto de equilibrio, puede obtenerse el valor de los multiplicadores caracteristicos
de la familia de drbitas periddicas que emana de ese punto de equilibrio. El sistema
que se estd analizando tiene cuatro autovalores en el equilibrio de valores, A\ = +1 4,
A= —Q1i, A3 = +Q2% y Ay = —Q94. Segun el teorema de Lyapunov el valor de los
multiplicadores que emanan del equilibrio es:

2N\
exp |~
j

Evaluando esta expresion se obtienen cuatro combinaciones posibles, cada una corres-
pondiente a un multiplicador caracteristico, como los autovalores son niimeros comple-
jos con parte real nula, los multiplicadores estan situados sobre el circulo unidad, dos
de ellos tienen argumento nulo, es decir, estdn en el punto “+1”, condicién que cumple
todo Hamiltoniano, pero los argumentos de los otros dos valen:

arg ("FHET) = 24801 (5.4)

arg (62’6.1'?31751') — 2.4801 (5.5)

R. Gonzdlez




5.1. Continuaciéon numérica de érbitas periddicas.

41

log(module)
o

0.14

Argument

.02 0.04 0.06 0.08

0.12

0.14

Figura 5.2: Evolucién de los multiplicadores de Floquet a lo largo de la rama modol,
como se puede observar inicialmente la rama es estable y pierde su estabilidad para un
valor de H = 0.0977323, obsérvese también la duplicaciéon de periodo que aparece para

H =0.0165299.
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124.6231°

—124.6231°

Figura 5.3: Evolucion de los multiplicadores de Floquet a lo largo del circulo unidad,
como puede observarse experimentan una bifurcacién de duplicacién de periodo antes
de llegar al punto de ramificacién “BP” en el cuddruple “+1”.
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Figura 5.4: Rama de érbitas periédicas que emana del equilibrio, correspondientes al
modo de frecuencia €y = 0.4791 y periodo T7 = 13.1158, AUTO etiqueta la bifurcacién
PD con el nimero 42 y la BP con el 78.

Como puede verse en la grifica (5.2), los resultados obtenidos aplicando el teorema del
centro de Lyapunov coinciden con los resultados obtenidos del programa “AUTO”. A

continuacién se renombran los ficheros “fort. *” a “*.modol”.
sv(’modol?)

Se generan a continuacién unos ficheros que puedan ser leidos por Matlab, con los datos
de los diagramas de bifurcacion y las érbitas periddicas.

diagrama=dg(’modol’)
diagrama.writeRawFilename(’modol.b’)
shell(’mv modol.b ../Matlab’)

El fichero modo1.b tiene ocho columnas de datos que en este caso particular son:
Par(2) L2—Norm Maz(l) Maz(2) Period Par(0) Par(l) Par(3)

Utilizando Matlab, se genera la grifica (5.4) que presente el médulo y el argumento
frente a la energia H. A continuacién se generan unas graficas que representan la
evolucién de las variables en el espacio de fases a lo largo de un periodo, para dos
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4 0.1
35 0.05
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Figura 5.5: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el espacio
de las fases a lo largo de un periodo para la 6rbita 37 de la rama “modo!”. La tltima
grafica representa las huellas de las masas m; y mg al moverse.

orbitas, concretamente para la 6rbita nimero 37 y nimero 75. Para ello se debe
generar a partir del fichero de soluciones “s.modol” otros dos, con las soluciones de
dichas érbitas y en un formato que pueda ser leido por Matlab. Para ello se introducen
las siguientes instrucciones:

orbita=s1(’modol’)
orbita[37] .writeRawFilename(’037’)
orbital[75] .writeRawFilename(’075’)

Los ficheros generados modol.037 y modol.075 estan divididos en cinco columnas con
la siguiente estructura.

t Q1 Q P P

Muevo los ficheros generados a la carpeta de trabajo con Matlab.
shell(’mv o* ../Matlab’)

Y por tltimo represento las graficas (5.5) y (5.6), utilizando Matlab.
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-0.2 0
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Figura 5.6: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el espacio
de las fases a lo largo de un periodo para la 6rbita 75 de la rama “modo1”. La tltima
grafica representa las huellas de las masas my y mo al moverse.
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5.1.3 Continuacién de la bifurcacion BP obtenida en la rama “mo-
dol”.

“modol” marca el comienzo de la

El punto BP obtenido en la continuacién de la rama
inestabilidad en dicha rama, sin embargo se puede continuar por la rama que emana
es este punto, se trata de una nueva familia de érbitas periédicas con unas nuevas
caracteristicas en su movimiento que vamos a analizar por continuacién numérica con
AUTO. El punto BP de la rama “modol” corresponde a la érbita 622, etiquetada
con un el nimero 78. Para continuar este punto, tenemos que hacer las siguientes
modificaciones en las constantes de funcionamiento del programa AUTO. Cargar el

fichero de soluciones de la rama “modol”.

1d(s=’modo1l’)

Cambiamos la etiqueta de la érbita de partida.

ch(’IRS’,78)

Para que continte por la nueva rama.

ch(’ISW’,-1)

Cambiamos el nimero de érbitas a continuar.

ch(’NMX’,300)

Para que guarde en el fichero de soluciones una 6rbita de cada veinte.
ch(’NPR’,20)

Para que corra el programa.

run()

Tras correr AUTO, se representa los multiplicadores de Floquet en la figura (5.7).

from util import *

cm=cm()

cm.plot ()

cm.ps()

shell(’cp cm.ps images/cmrl.ps’)

Se importa de nuevo el fichero util porque al parecer el modo CLUI de AUTO tiene
cierta inestabilidad y borra de memoria el contenido de dicho fichero; sélo con im-
portarlo de nuevo se soluciona el problema. Una vez obtenido el fichero se guarda en
formato postscript en la carpeta “images”. Como puede observarse en la figura (5.7) la
solucién experimenta una bifurcacién de duplicacién de periodo, que no detecta AUTO,
el siguiente paso serd detectar esta bifurcacién de periodo para ver en que punto las
soluciones de esta rama dejan de ser estables y después continuar por la nueva rama.
Antes de seguir salvamos los ficheros de soluciones de la rama recién computada.

sv(’mirl?)
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0.095 0.1 0.105 0.11 0.115 0.12 0.125 013 0135 0.14 0145 0.15
H

4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.095 0.1 0.105 0.11 0.115 0.12 0.125 013 0.135 0.14 0.145 0.15
H

Evolucion de los multiplicadores caracteristicos de la rama que emana de

la bifurcacién BP de la rama principal “modol”, como puede observarse las Orbitas
periddicas son estables al principio hasta que la solucién experimenta una bifurcacién
de duplicacién de periodo. Después la solucién deja de ser estable.
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5.1.4 Deteccion de la bifurcacién de duplicacion de periodo de la rama
“mlrl”.

A continuacién se va a realizar un proceso indirecto para que “AUTO” detecte la dupli-
cacién de periodo. Este proceso consta de varios pasos que se enumeran a continuacién:

1. Hay que arrancar de la bifurcaciéon “BP” de la rama principal “modol”.

2. Ejecutar AUTO para encontrar una 6rbita periédica muy cercana a dicha bifur-
cacién “BP”.

3. Se duplica esta Orbita, se recorre dos veces.
4. Se vuelve a arrancar AUTO pero esta vez partiendo de la érbita duplicada.

AUTO detectara la bifurcacién de duplicacién de periodo, “PD” en adelante, como una
“BP” ya que al recorrerse dos veces la érbita, sus cuatro multiplicadores caracteristicos
van a parar al punto “+1”.

Cargamos el fichero de soluciones “s.modo!” para arrancar del punto “HB”.

1d(s=’modol’)

Cargamos la etiqueta del punto a continuar(HB):

ch(’IRS’,78)

Como se va a continuar por la rama “mIr1” y no por la “modo1”:
ch(’ISW’,-1)

Se continian sélo dos drbitas, la de inicio y otra mas:
ch(’NMX’,2)

Para que no guarde Orbitas intermedias:

ch(’NPR’,0)
run()

Los ficheros generados, se guardan con la extensiéon “*.tmp”.

sv(’tmp’)

Ya estoy en disposiciéon de doblar la érbita, esto se hace con la instruccién:
dobla()

La o6rbita doblada la guarda con la extensién “*.tmp”, y la 6rbita sin doblar con la
extension “*.tmp~”. Se carga el fichero de soluciones y se corre el programa, cambiando
la etiqueta de arranque a “1”, ya que la funcién para doblar la orbita, resetea el contador
de etiquetas a dicho valor.
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Figura 5.8: Evolucién de los multiplicadores caracteristicos de la rama “miIri” al
duplicar el periodo de sus 6rbitas. La BP que detecta, es en realidad una PD en la
rama sin duplicar.

1d(s=’dat’)
ch(’IRS’,1)
ch(’NMX’,220)
ch(’ISW’,1)
ch(’NPR’,10)
ch(’DS’,0.002)
run()
sv(’mirl.dup’)

Ahora AUTO detecta una BP a la que le asigna la etiqueta nimero “22”, esta BP
es en realidad una PD en la rama sin duplicar. En la figura (5.8), que muestra los
multiplicadores de la rama duplicada, puede verse como para el valor de H en el que
antes se observaba una PD ahora se observa una BP. En la figura (5.9) puede observarse
el diagrama de bifurcaciones de todas las ramas que se llevan hasta el momento, en
particular puede verse la situacién de la duplicacién de periodo recién detectada. A
continuacién se representan en las figuras (5.10) y (5.11) las érbitas nimeros “90” y
“104” de la rama “mlir1”, sin duplicar, observese también la perdida de simetria en el
movimiento del sistema, obviamente existird otra familia de érbitas periédicas que sea
simétrica a la representada en las imagenes.
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Figura 5.9: Rama de 6rbitas peridédicas que emana de la bifurcacion BP de la rama
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modol”.
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Figura 5.10: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el
espacio de las fases a lo largo de un periodo para la 6rbita 90 de la rama “miri”.
Obsérvese la perdida de simetria de la ébita periddica. La dltima grafica representa las

huellas de las masas m1 y mo al moverse.
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Figura 5.11: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el
espacio de las fases a lo largo de un periodo para la 6rbita 104 de la rama “miri”.
Obsérvese la perdida de simetria de la ébita periddica. La dltima grafica representa las

huellas de las masas m1 y mo al moverse.
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Figura 5.12: Evolucién de los multiplicadores caracteristicos de la rama “mI1r2”. Ob-
sérvese la bifurcacién de duplicaciéon que aparece.

5.1.5 Continuacion de la bifurcaciéon PD detectada en larama “mi1r1”.

No se puede continuar la bifurcacién de duplicacién de periodo (PD) de la rama “m1r1”
directamente, ya que en el fichero “b.mIr1” no aparece ninguna etiqueta que marque
el punto donde esta dicha bifurcacién, en cambio si que podemos continuar por la
bifurcacién BP detectada en la rama “miri.dup”.

Primero se carga el fichero de soluciones para que continie desde la etiqueta niimero
“2277

1d(s=’mirl.dup’)
ch(’IRS’,22)
ch(’NMX’,200)
ch(’ISW’,-1)
ch(’NPR’,10)
ch(’DS’,-0.0005)
ch(’DSMAX’,0.0005)
run()

Guardamos la rama con el nombre “m1r2”, en la figura (5.12) se representan los multi-
plicadores caracteristicos de la las 6rbitas de esta rama, como puede observarse, aparece
de nuevo una bifurcacién de duplicaciéon de periodo. Para detectar esta bifurcacion de
duplicacién de periodo, hay que proceder como en el caso anterior, continuar hasta una
orbita cercana al punto del que se parte, en este caso el punto BP de la rama duplica-
da, doblar esta drbita que se ha continuado y por dltimo recorrer la nueva rama, las

R. Gonzilez



54 Capitulo — 5. Estudio de las 6rbitas periddicas para A = 0.3 y € = 0.5.

P
a1
T
1

log(module)
o
T
1

0.1215 0.122 0.1225 0.123 0.1235 0.124 0.1245

0.122 0.1225 0.123 0.1235 0.124 0.1245

Argument
ON b NV bk 0o, N W b
T
1

o
=
N
[y
ol

Figura 5.13: Evolucién de los multiplicadores caracteristicos de la rama “m1r2.dup”.

bifurcaciones del tipo PD se manifestaran como bifurcaciones del tipo BP.

ch(’NMX’,2)
ch(’NPR’,0)
run()
sv(’tmp’)
dobla()
1d(s=’tmp’)
ch(’NMX’,150)
ch(’NPR’,10)
run()

Auto detecta una BP y la etiqueta con el nimero “22”. En la figura (5.13) que mues-
tra los multiplicadores de Floquet puede verse como en efecto lo que antes era una
bifurcacién de duplicacién de periodo (PD), ahora es un punto de ramificacién (BP).
Una vez detectado el punto donde se duplica el periodo, se representa el diagrama de
bifurcaciones de periodo en la figura (5.14). La figura (5.15) representa la orbita “10”
de la rama “mlir2”.
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Figura 5.14: Rama de érbitas periédicas que emana de la bifurcacion PD de la rama
“mirl”.
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Figura 5.15: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el
espacio de las fases a lo largo de un periodo para la érbita 10 de la rama “mir2”. La
dltima grafica representa las huellas de las masas m1 y mo al moverse.
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Figura 5.16: Evolucién de los multiplicadores caracteristicos de la rama “m1r3”.

5.1.6 Continuacion de la bifurcacion PD de la rama “mi1r2”.

Para continuar esta rama hay que partir del punto PD de la rama “m1r2” o lo que es lo
mismo, del punto BP de la rama “m1r2.dup” que es la misma rama, pero con las érbitas
duplicadas. Tras proceder de idéntica manera a los casos anteriores, se puede observar
como en la nueva rama también experimenta una bifurcacién de duplicacién de periodo.
En la figura (5.16) puede verse la evolucién de los multiplicadores caracteristicos, como
puede observarse, los intervalos de energia en los que la érbita es estable, son cada vez
menores, la orbita entra en una cascada de duplicaciones de periodo que constituyen
una ruta directa al caos. Abandonamos por tanto la continuacién de esta rama, en
la seccion siguiente se retrocede hasta la bifurcacién de duplicacién de periodo que
aparecié en la rama “modo!”. En la figura (5.17) puede verse una parte ampliada del
diagrama de bifurcacién correspondiente a la rama “m1r3”. Y en la figura (5.18) puede
verse la orbita “41” de dicha rama.
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Figura 5.17: Rama de érbitas periédicas que emana de la bifurcacion PD de la rama
“mir2”.
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Figura 5.18: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el
espacio de las fases a lo largo de un periodo para la érbita 41 de la rama “mir8”. La
dltima grafica representa las huellas de las masas m1 y mo al moverse.
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5.1.7 Continuacién de la bifurcacién PD de la rama “modo1”.

Para continuar por este nuevo punto sélo hay que introducir los siguientes comandos.
Cargar el fichero de soluciones de la rama a continuar.

1d(s=’modol’)

Cambiar el pardmetro “ISW” para que cambie de rama.
ch(’ISW’,-1)

Cargar la etiqueta correspondiente al punto PD.

ch(’IRS’,42)

Para que guarde en el fichero de soluciones una orbita de cada diez.
ch(’NPR’,10)

Para que compute “900” oOrbitas.

ch(’NMX’,900)

Se cambia el paso inicial y maximo.

ch(°DS’,-.001)
ch(’DSMAX’,.001)

Como se va a continuar por un punto donde el periodo es el doble, se duplica el niimero
de puntos que utiliza para guardar la érbita.

ch(’NTST’,100)
run()

En la figura (5.19) puede verse la evolucién de los multiplicadores caractéristicos, puede
observarse como esta rama también experimenta una bifurcacién de duplicacién de peri-
odo. La figura (5.20) muestra la rama de érbitas periédicas que emana de la bifurcacién
PD que hay en la rama “modo1”. En las figuras (5.21) y (5.22) se representan las érbitas
“130” y “178” de la rama que se estd continuando.
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Figura 5.19: Evolucién de los multiplicadores caracteristicos de la rama “m1s1”.
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Figura 5.21: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el
espacio de las fases a lo largo de un periodo para la 6rbita 130 de la rama “mi1s1”. La
dltima grafica representa las huellas de las masas m1 y mo al moverse.
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Figura 5.22: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el
espacio de las fases a lo largo de un periodo para la 6rbita 178 de la rama “mi1s1”. La
dltima grafica representa las huellas de las masas m1 y mo al moverse.
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Figura 5.23: Evolucién de los multiplicadores caracteriticos a lo largo de la rama de
orbitas periédicas inestable que emana de la bifurcacién PD de la rama modol.

5.1.8 Deteccién y continuacion de la rama de érbitas peridédicas ines-
tables que emana de la bifurcacién PD de la rama “modo1”.

La teoria dice que cuando una érbita periédica experimenta una bifurcacién de du-
plicacién de periodo con “passing!”, son dos las ramas que emanan de la bifurcacién
de duplicacién de periodo, una estable y la otra inestable. La figura (5.23) muestra
la evolucién de los multiplicadores caracteristicos de esta rama inestable, puede verse
como divergen cada vez mds. La gréifica (5.24) muestra el diagrama de bifurcaciones
y las gréficas (5.25), (5.26) y (5.27) muestran tres érbitas periédicas de esta rama.
Obsérvese como la trayectoria descrita por la masa al final del péndulo es una 6rbita
cerrada.

IEl término “passing” se aplica cuando los multiplicadores caracteristicos llegan al punto “1” y
contindan por el circulo unidad en vez de abrirse y continuar por el eje real, en cuyo caso se llamaria
“spliting”.
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Figura 5.24: Rama de érbitas periédicas inestables que emana, de la bifurcacién PD de

la rama “modo1”.
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Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el

espacio de las fases a lo largo de un periodo para la érbita periddica inestable 211 de la
rama inestable que emana de la bifurcacion PD de la rama modol. La ultima grafica

representa las huellas de las masas m; y meo al moverse.
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Figura 5.26: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el
espacio de las fases a lo largo de un periodo para la érbita periddica inestable 245 de la
rama inestable que emana de la bifurcacion PD de la rama modol. La ultima grafica
representa las huellas de las masas m; y meo al moverse.
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Figura 5.27: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el
espacio de las fases a lo largo de un periodo para la érbita periddica inestable 270 de la
rama inestable que emana de la bifurcacion PD de la rama modol. La ultima grafica
representa las huellas de las masas m; y meo al moverse.

R. Gonzilez




70 Capitulo — 5. Estudio de las drbitas periddicas para A = 0.3 y € = 0.5.

log(module)
o
T
1

-3 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.08 0.081 0.082 0.083 0.084 0.085 0.086 0.087 0.088 0.089 0.09
H

Argument

-4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.08 0.081 0.082 0.083 0.084 0.085 0.086 0.087 0.088 0.089 0.09
H

Figura 5.28: Evolucién de los multiplicadores caracteristicos de la rama “m1s2”.

5.1.9 Continuacion de la bifurcacién PD de la rama “mi1s1”.

Se parte de la bifurcaciéon PD de la rama “mis1” y se continda por la rama “mis2”.
Las gréficas (5.28), (5.29), (5.30) y (5.31), muestran los multiplicadores caracteristicos,
el diagrama de bifurcaciones y dos drbitas periédicas. La solucién experimenta de nuevo
una bifurcacién de duplicacién de periodo.
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Figura 5.29: Rama de érbitas peridédicas que emana de la bifurcacion PD de la rama
44 9
mlsl”.

R. Gonzilez



72 Capitulo — 5. Estudio de las 6rbitas periddicas para A = 0.3 y € = 0.5.

15 : : :
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

0.2

0.1 0 ,/}
H
H
H

X
o 2ee®

—O 6 - %‘ '/.. }l
0.8 BT, L

Q

Figura 5.30: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el
espacio de las fases a lo largo de un periodo para la 6rbita 137 de la rama “m1s2”. La
dltima grafica representa las huellas de las masas m1 y mo al moverse.
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Figura 5.31: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el
espacio de las fases a lo largo de un periodo para la 6rbita 144 de la rama “m1s2”. La
dltima grafica representa las huellas de las masas m1 y mo al moverse.
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Figura 5.32: Evolucién de los multiplicadores caracteristicos de la rama “m1s3”.

5.1.10 Continuacion de la bifurcacion BP de la rama “m1s2”.

Se parte de la bifurcacién PD de la rama “m1s2” y se continda por la rama “m1s3”,
pero esta vez la solucién experimenta una bifurcacién BP.

Las gréficas (5.32), (5.33) y (5.34), muestran los multiplicadores caracteristicos, el
diagrama de bifurcaciones y una érbita periédica.

La rama que se esta computando, entra en una cascada de duplicaciones de periodo que
no s6lo conducen el sistema al caos sino que impide que podamos continuar una rama
m4s, debido a la apariciéon de errores numéricos. Por tanto, en este punto se abandona
la continuacion de esta rama, en el siguiente apartado, se tratard de continuar el otro
modo normal el que se ha llamado “modo2”.
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Figura 5.33: Rama de érbitas peridédicas que emana de la bifurcacion PD de la rama
“mi1s2”.
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Figura 5.34: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el
espacio de las fases a lo largo de un periodo para la 6rbita 240 de la rama “m1s3”. La
dltima grafica representa las huellas de las masas m1 y mo al moverse.
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5.1.11 Continuacién del segundo modo normal.

Al continuar la bifurcacién de Hopf, AUTO ha seguido uno de los dos modos normales,
el objetivo de este capitulo, es forzar al programa a que continte el otro modo normal.
Para realizar este proceso, lo primero que hay que hacer es continuar hasta una érbita
cercana a la bifurcaciéon de Hopf, de manera aniloga a como se hace para doblar una
Orbita y detectar una bifurcacion de duplicacién de periodo.

1d(s="hopf’)
ch(’IPS’,2)
ch(’IRS’,2)
ch(’NPR’,0)
ch(’DS’,-.002)
ch(’DSMAX’, .002)
ch(’NMX’,2)
run()

Lo siguiente es editar el fichero de soluciones “fort.8” y modificar el periodo de la tnica
orbita que aparece, concretamente se trata de sustituir el valor “13.1158” por “5.0367”.
Como cerca del equilibrio las dos ramas correspondientes a los dos modos normales
estdn muy cerca, ya que parten del mismo punto, AUTO contintia por la rama de pe-
riodo que se le indica en el fichero de soluciones “fort.8”.

Una vez hecho esto s6lo queda continuar desde esta nueva orbita modificada, para ello
hay que hacer los siguientes cambios en las constantes de AUTO.

ch(’IRS’,4)
ch(’?ISW’,-1)
ch(’NPR’,10)
ch(’NMX’,400)
ch(’DS’,.002)
ch(’DSMAX’,.002)
run()

Salvamos los ficheros con la extensién “modo2”.
sv(’modo2’)

El programa detecta un punto de ramificacién BP, en la érbita con etiqueta ntimero
“51”, figura (5.35) muestra los multiplicadores caracteristicos de esta rama de 6rbitas
periddicas. Antes de continuar se salvan los ficheros con la extension “*.modo2”.

sv(’modo2’)

En la figura (5.36) se muestra el diagrama de bifurcaciones, y en las figuras (5.37) y
(5.38) aparecen las érbitas ntimeros “10” y “50”.
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Figura 5.36: Rama de Orbitas periédicas que emana de la bifurcaciéon de Hopf, corres-

pondientes al segundo modo normal.
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Figura 5.37: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el
espacio de las fases a lo largo de un periodo para la érbita 10 de la rama “modo2”. La
dltima grafica representa las huellas de las masas m1 y mo al moverse.
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Figura 5.38: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el
espacio de las fases a lo largo de un periodo para la érbita 50 de la rama “modo2”. La
dltima grafica representa las huellas de las masas m1 y mo al moverse.
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Figura 5.39: Evolucién de los multiplicadores caracteristicos de la rama “m2”.

5.1.12 Continuacion de la bifurcacion BP de la rama “modo2”.

La bifurcacién que se quiere continuar ha sido etiquetada por el programa con el niimero
“51”, para continuar por ella hay que hacer los siguientes cambios en las constantes de
AUTO.

1d(s=’modo2’)
ch(’IRS’,51)
ch(’ISW’,-1)
ch(’NPR’,10)
ch(’NMX’,500)
ch(’DS’,-.002)
ch(’DSMAX’, .002)
run()

Salvamos los ficheros con la extension “m2”.
sv(’m2’)

La figura (5.39) muestra los multiplicadores caracteristicos de esta rama de 6rbitas
periddicas.

El siguiente paso serd detectar la bifurcacién de duplicacién de periodo que AUTO no
ha conseguido detectar.
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5.1.13 Deteccion de la bifurcacion PD de la rama “m2”.

Para detectar la bifurcacién PD se procede de manera andloga a los casos anteriores:

ch(’NMX’,2)
ch(’NPR’,0)
ch(’ISW’,-1)
run()
sv(’tmp’)
dobla()
1d(s=’tmp’)
ch(’IRS’,1)
ch(’IsSw’,1)
ch(’NPR’,10)
ch(’NMX’,500)
ch(’DS’,-.002)
ch(’DSMAX’, .002)
run()
sv(’m2.dup’)

Cuando se continda esta rama, AUTO detecta una bifurcacién BP que se corresponde
con la bifurcacién PD que anddbamos buscando y que es etiquetada con el ntimero
“60”.

La figura (5.40) muestra el diagrama de bifurcacién de esta rama, y en las figuras
(5.41) y (5.42) aparecen dos érbitas periédicas estables de esta rama, concretamente
las niimero “70” y “120”. Observese como la solucién ha perdido la simetria ya que
el péndulo oscila solamente a un lado del plano (X,Y). Continuando por esta rama
posiblemente podamos llegar a estabilizar el péndulo.
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Figura 5.40: Rama de Orbitas periédicas que emana de la bifurcacién BP de la rama

“modo2”.
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Figura 5.41: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el
espacio de las fases a lo largo de un periodo para la orbita 70 de la rama “m2”.
Obsérvese la pérdida de simetria al oscilar el péndulo sélo a uno de los lados del plano
(X,Y). La dltima gréfica representa las huellas de las masas m; y mg al moverse.
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Figura 5.42: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el
espacio de las fases a lo largo de un periodo para la érbita 120 de la rama “m2”. La
dltima grafica representa las huellas de las masas m1 y mo al moverse.
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Figura 5.43: Evolucién de los multiplicadores caracteristicos de la rama “m2r1”.

5.1.14 Continuacion de la bifurcaciéon PD de la rama “m2”.

Se parte de la 6rbita con etiqueta “60” de la rama de érbitas duplicadas y se realizan
los siguientes cambios en las constantes de AUTO.

1d(s=’m2.dup’)
ch(’IRS’,60)
ch(’ISW’,-1)
ch(’NPR’,10)
ch(’NMX’ ,200)
ch(’DS’,-.001)
ch(’DSMAX’,.001)
run()

En la figura (5.43) aparecen los multiplicadores de Floquet de esta rama de érbitas
periédicas. La solucién experimenta de nuevo una bifurcacién de duplicacién de periodo
que AUTO no detecta, para detectarla se procede como antes.

ch(’NMX’,2)
ch(’NPR’,0)
ch(’ISW’,-1)
run()
sv(’tmp?)
dobla()
1d(s=’tmp’)
ch(’IRS’,1)
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Figura 5.44: Rama de érbitas periédicas que emana de la bifurcacion PD de la rama
“m2rl”.

ch(’ISW’,1)
ch(’NTST’,100)
ch(’NPR’,10)
ch(’NMX’,200)
ch(’DS’,-.001)
ch(’DSMAX’,.001)
run()
sv(’m2rl.dup’)

La figura (5.44) muestra el diagrama de bifurcacién de esta rama, y en las figuras
(5.45) y (5.46) aparecen dos drbitas periddicas estables de esta rama, concretamente
las nimero “100” y “115”.
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Figura 5.45: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el
espacio de las fases a lo largo de un periodo para la 6rbita 100 de la rama “m2r1”. La
dltima grafica representa las huellas de las masas m1 y mo al moverse.
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Figura 5.46: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el
espacio de las fases a lo largo de un periodo para la 6rbita 115 de la rama “m2r1”. La
dltima grafica representa las huellas de las masas m1 y mo al moverse.
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Figura 5.47: Evolucién de los multiplicadores caracteristicos de la rama “m2r2”.

5.1.15 Continuacion de la bifurcacion PD de la rama “m2r1”.

La bifurcacién PD de la rama “m2r1” continta por la rama “m2r2”, hasta que se la
orbita experimenta de nuevo una duplicacién de periodo, los errores numéricos que se
producen al intentar detectar dicha duplicaciéon de periodo nos impiden continuar por
esta rama. En la figura (5.47) se han representado los multiplicadores caracteristicos de
esta rama de Orbitas periddicas, en la figura se observa como el rango de valores de H
antes de que la solucién se haga inestable es muy pequeno. La figura (5.48) muestra el
diagrama de bifurcacién de esta rama, y en la figura (5.49) aparece la orbita periddica
estable ntimero “66”. La continuacién numérica de esta rama se interrumpe en este
punto, debido a que la solucién experimente una cascada de duplicaciones de periodo
que conducen el sistema directo al caos, en el siguiente apartado usaremos la técnica
conocida como “seccién de Poincaré” para obtener otro punto de vista de la forma en
la que se mueve el sistema.
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Figura 5.48: Rama de érbitas peridédicas que emana de la bifurcacion PD de la rama
“m2r2”.
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Figura 5.49: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el
espacio de las fases a lo largo de un periodo para la érbita 66 de la rama “m2r2”. La
dltima grafica representa las huellas de las masas m1 y mo al moverse.
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Figura 5.50: Seccién de Poincaré realizada para un valor de H = 0.01. En la figura
pueden apreciarse los dos modos normales, el segundo (en el centro de la figura) puede
apreciarse con mas claridad que el primer que estd muy pegado al borde inferior de la
figura. Los “toros” concéntricos revelan la presencia de una érbita periddica, en este
caso un modo normal.

5.2 Secciones de Poincaré.

Las secciénes de Poincaré proporcionan una nueva vision de los cdlculos realizados a
lo largo del capitulo reduciendo la dindmica a una aplicacién discreta en un plano,
fijando H y una variable; véase el Apendice B para mas informacién. En las figuras
(5.50), (5.51) y (5.52) se muestran tres secciones que difieren inicamente en los niveles
de energia H. A medida que se aumenta el nivel de energia, las bifurcaciones sub-
armoénicas se muestran con mayor claridad, obsérvese la riqueza de comportamiento
que muestra el sistema para el nivel de energia de la figura (5.52), por otra parte los
niveles de energia mas altos inducen en el sistema un comportamiento caético que se
manifiesta en en aumento de las zonas sin estructura. Para valores de H mayores el
comportamiento cadtico se extiende a toda la secciéon manifestdndose en forma de nube
de puntos sin patrén fijo.
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Figura 5.51: Seccién de Poincaré realizada para un valor de H = 0.05.
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Figura 5.52: Seccién de Poincaré realizada para un valor de H = 0.1.
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Capitulo 6

Estudio de las 6rbitas periddicas
para A= 0.3 y e= 0.05.

Los resultados obtenidos en el capitulo anterior muestran de forma general el compor-
tamiento del sistema péndulo-muelle; se han analizado las dos ramas que parten del
equilibrio, correspondientes a los dos modos normales, asi como todas las ramificaciones
que experimentan antes de llegar al caos.

El movimiento descrito por las 6rbitas de la rama “modol” es una libracién, con batida
asimetrica a partir de cierto valor del parametro H, que se extiende a ambos lados
del punto de equilibrio “Q)2 = 7”, por tanto, por esta rama no es posible alcanzar
una, posicién estable préxima a la horizontal. Sin embargo, continuando por la rama
“modo2” se vio como el movimiento rdpidamente quedaba relegado a un lado del punto
de equilibrio “Q2 = 7", siendo por tanto posible alcanzar una cierta posicién estable.
En la figura (6.1), tomada del capitulo anterior, puede apreciarse los movimientos
periddicos estables obtenidos a un lado de la posicién de equilibrio inferior, el siguiente
paso serad limitar la variacién del angulo “Q)2” a un intervalo mds reducido y acercar
dicho angulo a la horizontal.

Investigando el caso del péndulo forzado mediante vibracién horizontal de la base!,
se descubrié que al aumentar la frecuencia de dicha vibracién, era posible alcanzar un
posicién estable proxima a la horizontal, este hecho se vio reforzado al hacer secciones de
Poincaré en el caso autoexcitado y con valores inferiores del parametro “e” y obtenerse
puntos rodeados de toros que indicaban la presencia de una 6rbita periddica cerca de
la posiciéon horizontal. Un aumento de la frecuencia del movimiento de la base en
el caso forzado equivale a un aumento de la frecuencia natural del muelle en el caso

autoexcitado. Uno de los argumentos del pardmetro “€” que se definié como:
. (m1 + ma)g
kLo

es el pardmetro “k”; un aumento de éste supone una disminucién de “€” asi como un au-
mento de la frecuencia natural del muelle, considerandolo desacoplado del péndulo. Por

1El caso forzado ha sido estudiado por el fisico teérico Franz-Josef Elmer, del “Institut fiir Physik”,
de Basilea y los resultados estdn expuestos en su pagina web:“ http://monet.physik.unibas.ch/elmer/”
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Figura 6.1: Orbita periddica estable a un lado del punto de equilibrio inferior, el objetivo
de este capitulo es reducir el intervalo de variacién del angulo “Q)2” disminuyendo el

valor del paramtro “e”.

lo tanto es de esperar que una disminucién del pardmetro “¢” del sistema péndulo-muelle
autoexcitado proporcione un comportamiento parecido al que se obtiene al aumentar
la frecuencia de la vibracién en el caso del péndulo forzado.

El objetivo de este capitulo es investigar las érbitas periddicas mediante continuacién
numérica partiendo nuevamente de la posicién de equilibrio inferior.
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6.1 Continuacion numeérica.

Los célculos que a continuacion se presentan estin expuestos con muchos menos de-
talles y las explicaciones son mas escuetas que en el caso anterior, la causa es que los
procedimientos son esencialmente iguales y el objetivo no es agotar la dindmica del
Hamiltoniano sino estabilizar el péndulo en la posicién horizontal.

6.1.1 Deteccion de la bifurcacién de Hopf.

Partiendo del fichero “pm.c”, lo primero es detectar la bifurcacién de Hopf. Exami-
nando el fichero de diagndsticos “fort.9” resultante, se puede ver como “AUTO” a
encontrado un par de autovalores complejos conjugados para la érbita correspondiente
a la bifurcacién de Hopf. Los valores numericos detectados por el programa son:

OF = 4+0.04998123 i
QF = +1.195678

Por otra parte si se sustituyen los valores de los parametros “\ = 0.3” y “e = 0.05” en
las expresiones obtenidas de la linealizacién de las ecuaciones en torno a la posicién de
equilibrio inferior se obtienen los siguientes valores numéricos:

OFf = 40.054
QF = £1.19574
Que como puede verse coinciden con los obtenidos por “AUTO”. Por otra parte los

periodos con los que parten del equilibrio las dos ramas correspondientes a los dos
modos normales son:

27
T, = — =125.7109
TN
2T
To = —— = 5.2548
ST

El modo que vamos a continuar es el segundo, el de mayor frecuencia ya que como se
vio antes es el candidato para estabilizar el péndulo en la posicién horizontal.

Si se parte de la bifurcacién de Hopf, “AUTQO” continta por la rama correspondiente

al primer modo, por tanto, hay que forzar al programa para que continie el segundo
modo.
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Figura 6.2: Evolucién de los multiplicadores caracteristicos a lo largo de la rama “mo-
do2”.

6.1.2 Continuacién de la rama “modo2”.

Para continuar el segundo modo la rama corremos “AUTO” partiendo de una érbita
cercana a la bifurcacién de Hopf, hacemos los cambios:

ch(’DS’,-0.0001)
ch(’DSMAX’,0.0001)
ch(’NPR’,10)
ch(’NMX’,750)

El programa detecta una bifurcacién “BP” con “spliting”, es decir que los multipli-
cadores caracteristicos al llegar al punto “+1” se abren y contintian por el eje real, en
vez de continuar por el circulo unidad, como puede apreciarse en la figura (6.2). La
bifurcacién se produce en la 6rbita “690” y es etiquetada con el niimero “74”.

La figura (6.3) muestra el diagrama de bifurcaciones para la rama “modo2”, y las figuras
(6.4) y (6.5) muestran dos 6rbitas periddicas de esta misma rama, antes de bifurcar y
perder la estabilidad, obsérvese la pequena amplitud de los movimientos debido a los
bajos niveles de energia.
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Figura 6.3: Rama de orbitas peridédicas “modo2”.
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Capitulo — 6. Estudio de las érbitas periddicas para A = 0.3 y € = 0.05.

-0.02

-0.01

0 0.01
Ql

0.02

0.2

-0.2
-0.4
-0.6

-0.8

-0.1

-0.05

0 0.05 0.1

Figura 6.4: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el espacio
de las fases a lo largo de un periodo para la 6rbita 26 de la rama “modo2”. La tltima

grafica representa las huellas de las masas my y mo al moverse.

R. Gonzdlez




6.1. Continuacién numérica. 103

0.05
3.2
o'3.15 a0
3.1
: ‘ ‘ -0.05 ‘ ‘
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1
Q, Q
x107°
2 0.2
0
1 -0.2
-0.4
a0 >
-0.6
1 -0.8
-1
-2
3.05 3.1 3.15 3.2 -0.1 -0.05 0 005 0.1
Q, X

Figura 6.5: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el espacio
de las fases a lo largo de un periodo para la 6rbita 73 de la rama “modo2”. La tltima
grafica representa las huellas de las masas mq y mo al moverse.
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Figura 6.6: Evolucion de los multiplicadores caracteristicos a lo largo de la rama “m2”.

6.1.3 Continuacion de la bifurcacién BP de la rama “modo2”.

Para continuar la bifurcacién “BP” encontrada hacemos los siguientes cambios:

1d(s=’modo2’)
ch(’IRS’,74)
ch(’DS’,-0.005)
ch(’DSMAX’,0.005)
ch(’NPR’,10)
ch(’NMX’,400)

A continuacién ejecuto el programa “AUTO” y salvo los ficheros con la extensién
“*m2”. En la grifica (6.6) puede verse la evolucién de los multiplicadores carac-
teristicos a lo largo de esta rama, la solucién experimenta una bifurcacién de dupli-
cacién de periodo.

La figura (6.7) muestra el diagrama de bifurcaciones para la rama “m2”, y las figuras
(6.8) y (6.9) muestran dos 6rbitas periddicas de esta misma rama, antes de bifurcar y
perder la estabilidad, observese como el péndulo se levanta y estabiliza en la posicién
horizontal, a esta forma de estabilizar se la conoce como “swing-up”.
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Figura 6.7: Rama de Orbitas periddicas “m2”. Obsérvese como la solucién tiende
rapidamente a posiciéon horizontal, este efecto es lo que se conoce con el nombre de
“swing-up”, obsérvese asi mismo, la isocronia de la solucién horizontal, el periodo de
dicha solucion es practicamente “27”.
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Figura 6.8: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el espacio
de las fases a lo largo de un periodo para la 6rbita 81 de la rama “m2”. La tdltima
grafica representa las huellas de las masas mq y mo al moverse.
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Figura 6.9: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el espacio
de las fases a lo largo de un periodo para la 6rbita 135 de la rama “m2”. La tdltima
grafica representa las huellas de las masas mq y mo al moverse.
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Figura 6.10: Evolucion de los multiplicadores caracteristicos a lo largo de la rama, “m3”.

6.1.4 Continuacion de la bifurcaciéon PD de la rama “m2”

Tras detectar la bifurcacién “PD”, ya que el programa no lo hace por si solo, la con-
tinuamos por la rama “m3”, haciendo los siguientes cambios:

ch(’DS’,-0.005)
ch(’DSMAX’,0.005)
ch(’NPR’,10)
ch(’NMX’,200)

En la figura (6.10) puede verse la evolucién de los multiplicadores caracteristicos, la
solucién experimenta tres bifurcaciones de duplicacion de periodo.

La figura (6.11) muestra el diagrama de bifurcaciones para la rama “m3”, la figura

(6.12) muestra una 6rbita periédica perteneciente al primer tramo estable y la figura
(6.13) muestra una érbita periddica perteneciente al segundo tramo estable.
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Figura 6.12: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el
espacio de las fases a lo largo de un periodo para la érbita 56 de la rama “m3”. La
dltima grafica representa las huellas de las masas m1 y mo al moverse.
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Figura 6.13: Graficas que representan la evolucién de las variables de estado en el
espacio de las fases a lo largo de un periodo para la érbita 71 de la rama “m3”. La
dltima grafica representa las huellas de las masas m1 y mo al moverse.
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6.2 Secciones de Poincaré.

Como en el capitulo anterior, todas las soluciones obtenidas por continuacién numérica,
van a ser verificadas utilizando secciones de Poincaré, ya que esta representacion pro-
porciona una informacién complementaria del comportamiento del sistema dindmico.

La figura (6.14) muestra un seccién de Poincaré para un valor de la energia “H = 0.001”,
el segundo modo normal puede verse muy claramente, el primer modo normal esti tan
pegado a la parte inferior que no se puede ver con claridad.

La figura (6.15) muestra una seccién de Poincaré para un valor de “H = 0.005”.
Puede verse como la rama, correspondiente al primer modo se ha dividido en dos ramas
simétricas, el movimiento del péndulo en cada una de estas ramas estd limitado a un
lado de la vertical. La figura (6.8) ilustra el movimiento del péndulo para estos niveles
de energia.

La figura (6.17) muestra una seccién de Poincaré para un valor de “H = 0.1”. Las
Orbitas periddicas detectadas corresponden a la posiciéon de equilibrio préxima a la
horizontal, la de la izquierda para “Q2 ~ 7/2” y la de la derecha para “Qq ~ 37/2”.
Obsérvese también las bifurcaciones subamonicas que rodean a la érbita periodica. La
figura (6.9) ilustra el movimiento del péndulo para estos niveles de energia.

La figura (6.19) muestra una seccién de Poincaré para un valor de “H = 0.12”.
Obsérvese como la 6rbita periédica que en la seccién de Poincaré de la figura (6.17)
venia dada por un solo punto ha experimentado ahora una bifurcacion de duplicacion
de periodo y se representa por dos puntos debido a que para realizar un ciclo completo.
La masa colocada al final del muelle tiene que pasar dos veces por el punto “Q; = 07;
este movimiento corresponde batidas del péndulo en torno a la posicién horizontal. La
figura (6.12) ilustra el movimiento del péndulo para estos niveles de energia.
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Figura 6.14: Seccién de Poincaré para un valor de la energia “H = 0.001”.

R. Gonzilez




114 Capitulo — 6. Estudio de las érbitas periddicas para A = 0.3 y € = 0.05.

0.05 L S 8

004k o e ]

0.03} _ .
0.02} o S A

0.01fF . . 3

-0.01
-0.02 |
oosf I
-0.04 - |

-0.05

Figura 6.15: Seccién de Poincaré para un valor de la energia “H = 0.005”. Observesé
como el segundo modo normal ha bifurcado en dos ramas simétricas, en cada una de
estas ramas el péndulo se mueve sélo a un lado de punto “Q)s = 7”. El péndulo aun no
ha alcanzado la posicién horizontal, estd en una situacién intermedia.

0.1 T T T T T 4.26
008l
424
006
0.04 | 422}
0.02 —
Q, 42t
0 | Q,
418
-0.02 B
—0.04 7 416
-0.06 B
414
~0.08H B
~01 I 1 I I 1 T 412 L 1 1 I 1
10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50

Figura 6.16: Evoluciéon de los dos grados de libertad “Q1” y “Q9” para la érbita
periddica de la derecha en la seccién de Poincaré dibujada en la figura (6.15). Observerse
como los valores de “Q2” estdn acotados en un intervalo: “m < Qg < 37/2”.
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Figura 6.17: Seccién de Poincaré para un valor de la energia “H = 0.1”. Obsérvese
como la 6rbita periddica de la izquierda pasa por un punto cercano a “Q2 ~ 7/2” y la
de la derecha por un punto cercano a “Qg ~ 3m/2”.
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Figura 6.18: Evolucion de los dos grados de libertad “Q1” y “Q2” para la drbita
periddica de la derecha en la seccién de Poincaré dibujada en la figura (6.17). Obsérverse
la poca variacién de los valores de “Q2” y su proximidad al valor “3m/2 ~ 4.7123889”.
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Figura 6.19: Seccién de Poincaré para un valor de la energia “H = 0.12”. La drbita de
periodo doble a la derecha, con su correspondiente simétrica a la izquierda, corresponde
a batidas del péndulo en torno a la posicién horizontal.
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Figura 6.20: Evolucion de los dos grados de libertad “Q1” y “Q9” para la érbita
periddica de la derecha en la seccién de Poincaré dibujada en la figura (6.19). Obsérverse
como el dngulo “Q2” tiene un movimiento periédico en torno al punto “Qo = 37/2”.
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Capitulo 7

Conclusiones.

El objetivo del proyecto era doble, por un lado estudiar la dindmica del Hamiltoniano
determinando la interconexién entre las ramas de orbitas periddicas estables y por otro
lado confirmar la posibilidad de estabilizar el péndulo en una posicién cercana a la
horizontal. Los objetivos se han cumplido y a continuacién se presentan los resultados
mas interesantes.

El proyecto se ha desarrollado en dos partes bien diferenciadas, una parte analitica y
otra parte numérica.

En la parte analitica se han seguido los siguientes pasos:

1. Obtener las ecuaciones adimensionales del movimiento a partir de la formulacién
de Hamilton.

2. Linealizar y estudiar los puntos de equilibrio asi como las resonancias como punto
de partida de cara al andlisis numérico.

En la parte numérica se han utilizado de manera conjunta las siguientes técnicas:

1. Continuacién numérica para determinar las familias de érbitas peridédicas usando
el programa “AUTOQO”.

2. Secciones de Poincaré para confirmar la presencia de orbitas periédicas asi como
para detectar todas las bifurcaciones subarmonicas que no hemos estudiado con
“AUTO”

La idea original del proyecto era utilizar las resonancias para obtener movimientos
periddicos inestables cerca de la posicién inferior y tratar asi de estabilizar el péndulo
en otra posicién, después se vio que la resonancia no jugaba un papel tan importante
como se pensaba en principio y se traté de extrapolar las conclusiones obtenidas medi-
ante el estudio del caso con vibracién forzada del pivote al caso autoexcitado.

En el caso forzado se vio que al aumentar la frecuencia del movimiento vibratorio de
la suspensién se conseguia aumentar el &ngulo de la posicién de relativo equilibrio que
alcanzaba el péndulo. La forma més directa de aumentar la frecuencia de la vibracién
del pivote en el caso autoexcitado era aumentando la frecuencia natural del muelle
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“k”1. esta hipétesis se vio confirmada por integracién numérica de las ecuaciones del
movimiento y por las secciones de Poincaré realizadas.

El siguiente paso fue buscar movimientos periédicos horizontales examinando las di-
ferentes ramas de Orbitas periddicas y sus bifurcaciones, usando los valores de los
parametros que habiamos utilizado en la integracién numérica. El resultado fue inmedi-
ato, en cuanto aumentaba un poco el valor de la energia “H” las 6rbitas periddicas cerca
de la posicién inferior del péndulo se hacian inestable y el nuevo movimiento peridédico
estable era con el péndulo practicamente horizontal, nunca llega a ser completamente
horizontal debido al efecto de la gravedad, solo se alcanzaria en el limite de frecuencia
infinita para el caso de movimiento vibratorio forzado del pivote o en el caso autoexci-
tado en el limite de frecuencia natural del muelle infinita, gravedad nula o longitud del
péndulo infinita en definitiva en el limite “e = 0.

!Un aumento de las constante de rigidez del muelle supone una disminucién del pardmetro “€” que

se definié como € = 1/%.
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Apéndice A

Programa AUTO

A.1 Fichero pm.c

A continuacién aparece el fichero de ecuaciones “pm.c”, que necesita el programa AUTO
para hacer continuaciéon numeérica. Este fichero contiene las ecuaciones del movimiento
(A.1) debidamente modificadas para poder continuar en el pardmetro H asi como el
Hamiltoniano (A.2).

dQ1 Py — P cos Qo
dr  1—Xcos2Qy

P
Qs —P; cos Qo + =2

_ A

dr —  1—Xcos2Qs
dP
d—Tl = - (A.1)
dP, A sin Qs cos Q2 9 P22
—= = P —2P P, =) -
dr (1 — X cos? Q2)2 ! 1 P2 cos Q2+ A

P P, sinQy 2

-2 4 X
1— 2 cos? O + Ae” sinQo

P2
P? — 2P Py cosQy + —2

A L o 2
H= S Q24
2(1 =X cos?Qq) + 2Q1 e cosQ

(A.2)

#include "auto_f2c.h"
/*Esta funcion calcula el valor del hamiltoniano en cada orbita periodicax*/

[hmmmm e ————————————————————————————————————— - */
[hmmmm e ——————————————————————————————— - */
/* pen */
[hmm—mm e ———————————————————————————————— - */
[Fmmmm e ————————————————————————————————— - */
[¥ ——m—mmmm e —————————————————————————— - */



120 Apéndice — A.

[k ————mmmm e ————————————————————————— - */
int func (integer ndim, const doublereal *u, const integer *icp,

const doublereal *par, integer ijac,

doublereal *f, doublereal *dfdu, doublereal *dfdp)

doublereal lambda,epsilon,beta,P1,P2,Q1,Q2,5Q2,CQ2,aux,HQ1,HQ2,HP1,HP2;
/*"lambda" y "epsilon" son parametros del sistema dinamico*/

/*"beta" es el parametro de continuacion*/

lambda = par[0];

epsilon = par[1];

beta = par[2];

/*Variables canonicas del sistema pendulo-muellex/

Q1 = ul0];
Q2 = ull];
P1 = ul2];
P2 = u[3];

/*Variables auxiliares*/

SQ2 = sin(Q2);
CQ2 = cos(Q2);
aux = 1/(1-lambda*CQ2*CQ2) ;

/*Componentes del gradiente del hamiltoniano*/

HQ1 = Q1;

HQ2 = P1*P2*SQ2*aux-1lambda*SQ2*CQ2*aux*aux* (P1*%P1-2xP1*xP2*xCQ2+P2*P2/lambda) -
lambda*epsilon*epsilon*SQ2;

HP1 = aux*(P1-P2*CQ2);

HP2 = aux*(-P1%CQ2+P2/lambda);

/*Campo a continuar*/

f[0] HP1+beta*HQ1;
f[1] = HP2+beta*HQ2;
f[2] = -HQl+beta*HP1;
f[3] -HQ2+beta*HP2;

return O;
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[k ————mmm e —————————————————————————— - */
[ ———— -k - ——————————————————— - .- - — ————— - —,———, — — — */
int stpnt (integer ndim, doublereal t,
doublereal *u, doublereal *par)
{
doublereal lambda, epsilon, beta;
/*Valores de los parametros del sistemax*/
lambda = (doublereal).3;
epsilon = (doublereal).5;
beta = (doublereal) .4;
par[0] = lambda;
par[1] = epsilon;
par[2] = beta;
/*Condiciones iniciales de las variables de estadox/
ul0] = 0;
ul[1] = 3.1415926536;
ul2] = 0;
ul3] = 0;
return O;
}
[ ———— .- ——,—————,——————,——E—,——— - - . . - .-.—- .- —-—-— - —-—_ .- - - . —— */
[¥ ————mm e —————————————————————————————— - */
int bcnd (integer ndim, const doublereal *par, const integer *icp,
integer nbc, const doublereal *uO, const doublereal *ul, integer ijac,
doublereal *fb, doublereal *dbc)
{
return O;
}
[¥ ————mmm e ——————————————————————————————— - */
[¥ ———mmm e —————————————————————————— - */
int icnd (integer ndim, const doublereal *par, const integer *icp,
integer nint, const doublereal *u, const doublereal *uold,
const doublereal *udot, const doublereal *upold, integer ijac,
doublereal *fi, doublereal *dint)
{
return O;
}
[¥ ————mm e —————————————————————————————— - */
[¥ ———mmm e —————————————————————————— - */
int fopt (integer ndim, const doublereal *u, const integer *icp,

const doublereal *par, integer ijac,
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doublereal *fs, doublereal *dfdu, doublereal *dfdp)

{
return O;
}
[¥ ————mmmm e —————————————————————————— - */
[k ————mmm e —————————————————————————— - */

int pvls (integer ndim, const doublereal *u,
doublereal *par)

/*Esta funcion calcula el valor del hamiltoniano en cada orbita periodica, para ello Il

{
integer tmp;
extern doublereal getp();
doublereal Q1,Q2,P1,P2;
doublereal lambda,epsilon,SQ2,CQ2,aux,H;
tmp=1;
Q1 = getp("BVO", &tmp, u, 3L);
tmp = 2;
Q2 = getp("BVO", &tmp, u, 3L);
tmp = 3;
P1 = getp("BVO", &tmp, u, 3L);
tmp = 4;
P2 = getp("BV0", &tmp, u, 3L);
lambda = par[0];
epsilon = par[1];
SQ2 = sin(Q2);
CQ2 = cos(Q2);
aux = 1/(2*(1-lambda*CQ2*CQ2));
H = aux*(P1*P1-2*P1*P2*CQ2+P2*P2/lambda)+
Q1*Q1/2+lambda*epsilon*epsilon* (CQ2+1) ;
par[3] = H;
return O;
}
[¥ ————mmmm e ——————————————————————————— - */
[¥ ————mmmmm e ——————————————————————————— - */
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Apéndice B
Secciones de Poincaré.

La seccién de Poincaré es una técnica desarrollada por el ingeniero y matematico Henry
Poincaré para investigar el comportamiento de los sistemas dindmicos; la técnica con-
siste en imponer una condicién sobre alguna de las variables del sistema y reducir asi
el numero de las mismas, esta condicién impuesta puede visualizarse geométricamente
como la interseccién de la trayectoria descrita por el sistema dindmico con el plano
determinado por las condiciones. Se trata por tanto, de interpretar los resultados
obtenidos de estas intersecciones reiteradas buscando algin tipo de estructura, gen-
eralmente estas estructuras seran “toros” aunque pueden ser también puntos fijos que
indican la presencia de érbitas periddicas o todo tipo de bifurcaciones en sistemas mas
complejos. Para més informacién sobre secciones de Poincaré véase [10].

B.1 Condicién para la seccién de Poincaré.

La condicién elegida para realizar la seccién de Poincaré es:
Qi=0 P >0

Cada vez que el muelle pase por el origen con momento generalizado positivo se dibu-
jard un punto en el plano (Q2, P).

Para iniciar una seccién de Poincaré, se dan unas condiciones iniciales a algun inte-
grador numérico que contiene las ecuaciones diferenciales del movimiento, en este caso
se ha usado el que incorpora el programa MATLAB, concretamente el “ode45”. Estas
condiciones iniciales suelen darse picando con el ratén dentro de una regién sobre la
seccién de Poincaré y que verifique las condiciones impuestas a las variables.

La forma de esta regién puede determinarse usando la expresiéon del Hamiltoniano.

P2
P2 —2P Py cos Qs + —2

A L o 2
H = — 1
31— » cos2 Qy) + 2Q1—I—)\e (cos Q2+ 1)

2 2

2 (1 — Acos? Qo) (H - % —Xé? (cos Q2 + 1)) = (P, — Pycos Q2)” + % — (Pycos Qy)?
P2

= (P, — Pycos Q)% + 72(1 — Acos? Q3)
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P —P2cosQ2)2 —2(1 — Acos? Qo) (H— %% ~ e (cosQa +1) — %\2)

Q i3
Py —Pycos Q2= 1/2(1 —Acos?2 Q) | H — 5 — e (cosQe + 1) — b7y

La expresion anterior sélo tiene sentido si el radicando es positivo.
Ya que la expresién:
1— Acos? Qs

es siempre estrictamente mayor que cero.
La condicién que deben cumplir las condiciones iniciales sobre el plano (Q2, P) para
que existan valores reales de P; es:

2 2
Qr i
2

Ae?(cosQa+1)— =2 >0 (B.1)

H—
2\

Esta expresion junto con la condicién Q7 = 0, determina una regién en el plano (Q2, P)
donde puede picarse con el ratén para dar condiciones iniciales al integrador numérico.
Picando dentro garantizamos que existen valores reales de P;, pero no garantizamos que
los valores cumplan la condicién P; > 0, en cualquier caso, aun siendo negativos valen
como condiciones iniciales para el integrador, s6lo que el corte con el plano (Q2, P») no
quedara marcado con un punto. Esto en principio no tiene gran importancia, ya que la
trayectoria que describe el sistema dindmico producird cortes con el plano con valores
de P; positivos.

Los limites de esta regiéon quedan determinados igualando la expresién (B.1) a cero e
imponiendo la condicién Q)1 = 0:
P2
H—)\EQ(COSQg—l-l)—i:O

Los valores de P; utilizados como condicién inicial para el integrador, vienen dados por
la, expresién:

P2
P :P2COSQ2:|:\/2(1 — Acos? (2) <H—/\62(COSQ2+1) - i)
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