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CAPITULOI

EL DISCO ACTUADOR “UNIDIMENSIONAL™

El desarrollo de nuestro estudio o vamos a llevar a cabo principa mente
mediante lateoria del disco actuador. Esta se trata de un modelo matemético basado
fundamentalmente en la presencia de un plarno discontinuo (llamado disco actuador)
en e cua tendrén lugar las discontinuidades repentinas de las propiedades del flujo
Esto hace de esta teoria un elemento muy Util debido a gran abanico de problemas
fisicos distintos que nos permitird simular.

Antes de introducirnos en el verdadero objeto de nuestro estudio, vamos a
andlizar la“sistemética’ de lateoria del disco actuador, @ mismo tiempo que se
analizarén las distintas posibilidades que nos ofrece.

Lateoriadel disco actuador nos va a permitir el smular la introduccién de
perturbaciones fisicas externas a flujo. Es decir, hay un agente externo que nos
modificalas propiedades del flujo y lo que se pretende es ssimular este agente externo
mediante un plano ( a que llamamos disco ) el cual genere un efecto similar a de
dichas perturbaciones.

En un primer andlisis, vamos a considerar flujos unidimensionales. Se
asumird la existencia de una discontinuidad en €l flujo, la cual provocaraen e mismo
un cambio de propiedades. Las soluciones que se obtendran describiran
correctamente € flujo unidimensional, aunque no es el objetivo principal. Esto nos
seréd de ayuda para entender otros tipos de flujos, y usaremos las soluciones
unidimensionales aqui para mostrar como es usado € disco, como una introduccion
a problemas mas complejos en dos y tres dimensiones, |os cuales estudiaremos mas
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tarde. Sin embargo, debe recordarse que las soluciones en dos y tres dimensiones que
trataremos de conseguir son normal mente perturbaciones de las soluciones
unidimensional es descritas en este capitulo.

Hay que notar, que existe la posibilidad de que se produzcan discontinuidades
en el flujo sin necesidad de un agente externo, como es €l caso de una onda de
choque en flujo supersonico. Es por este hecho por € cua se mostrarén
primeramente las ecuaciones de conservacion en flujo tubular unidimensional (con
propiedades uniformes) como unaintroduccion alateoria del disco actuador , en la
cual la continuidad de masa, momento y energia es alterada por agentes externos. En
un primer momento |as restricciones seran introducidas de forma limitada, en flujos
tubulares unidimensionales para simular flujos através de filtros o peliculas, de
frentes de |lama o de dispositivos con transferencia de trabgjo. Mas tarde,
consideramos flujo sin restricciones en €l cual podrian existir velocidades pequefias
perpendiculares ala corriente principal (y paralelas a disco actuador) para cambiar
lavelocidad principal en ambas caras del disco. De cualquier modo, tales
vel ocidades son pequefs, y la corriente principal o velocidad axial en cualquier
seccién axia es lo suficientemente uniforme para que e flujo sea descrito como
unidimensional.

1.1. - DISCONTINUIDADES UNIDIMENSIONALES - ONDAS DE CHOQUE

Paraandlizar el flujo compresible a través de una onda de choque
normal mente se asume la presencia de una discontinuidad repentina en € flujo.
Fijandonos en la figura (1.1), vemos que esta se produciria desde la posicion u hasta
lad.

r,u,p,T, Onda o disco r,,u,, p,, T,

( Figura 1.1 Flujo unidimensional a través de una discontinuidad )
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La discontinuidad no se opone entonces a nuestra definicion de un disco
actuador, ya que no hay fuerza neta en la discontinuidad y no se le proporciona
energia o fluido a flujo. Hay que indicar que € flujo no sufrira variaciones en las
posiciones algjadas, posiciones 1y 2 (figura 1.1), hasta las posiciones u y d. Es decir,
todas las variaciones que sufra se produciran en la discontinuidad de forma repentina.
De este modo, a través de la discontinuidad, podriamos aplicar:

() ecuacion de continuidad
G, =G, =G, =G, (1.1

dondeG =ru esd flujo méasico especifico;

(i)  ecuacién de momento
F=FR=F=F (1.2)

donde F =p+ru® eslafuncion impulso;

(ili)  ecuacion de la energia en flujo adiabético, sin transferencia de trabajo
o calor

H,=H,=H,=H, (1.3)

donde H =h+ ru? eslaentapia

Ademés necesitamos una ecuacion de estado; por giemplo, la de los gases
perfectos

R=R =R =R (1.4)

donde R= LT y T eslatemperatura.
r
Esas ecuaciones serian resueltas para dar las propiedades del flujo aguas
debgjo de la onda de choque, aguas arriba s €l flujo es supersonico. Es decir, esto
seriaen e caso de que nos encontraramos con una discontinuidad donde no hubiera
actuado ningun agente externo. Por o tanto, estas ecuaciones no se resolveran agui y
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serén usadas para mostrar nuestras condiciones para € flujo a través ddl disco
actuador.

Cuando aparece un agente externo, esas ecuaciones se ven modificadas y es
cuando entra en accion el disco actuador. Existen diversas posibilidades de que las
ecuaciones de conservacion varien:

@) la ecuacion de continuidad podria modificarse para introducir una
fuente o aporte de masa.

(i) la ecuacion del momento podria modificarse para permitir un cambio
en la funcion impulso F (la resistencia en un filtro por g emplo).

(iii)  laecuacion de la energia podria modificarse para permitir €l aporte o
perdida de energia (desde € disco). Por gemplo, en €l andlisis dd flujo através de
una corona de alabes girando hay unatransferencia de trabgo la cual cambiala
entalpia (H). En un modelo de disco actuador de un frente de llama, hay un
intercambio de energia, frecuentemente simulada mediante un aporte de calor aun
gas perfecto, € cual variad valor de la entalpia

Recordamos de nuevo que, nuestro analisis del disco actuador entra en accion
cuando una de las ecuaciones de conservacion es modificada por un flujo de energia
0 masa desde e disco 0 desde una fuerza externa hacia e disco. Debemos notar, sin
embargo, que la perturbacién de una de esas ecuaciones debe ser enlazada con otras
discontinuidades que puedan existir del flujo. Por gemplo, si existe unafuente en el
flujo, entonces se requieren fuerzas externas para mantenerlo en posicion y la
ecuacion del momento debe incluir tales fuerzas.

1.2.- FLUJO TUBULAR CON RESTRICCIONES

Como vimos anteriormente, nuestra condicion para que haya un disco
actuador es que exista una perturbacion fisica en una de | as ecuaciones de gobierno —
continuidad, momento o energia

Se mostrarén a continuacién ejemplos de cada uno de los casos, como son €l
flujo através de un filtro, de un frente de llamay de un mecanismo con intercambio
de trabajo.
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Lafigura (1.1) muestra nuestra notacion para cada uno de los gjemplos.
Desde €l estado 1 = estado u y estado d = estado 2, describimos € flujo enteramente
en términos de propiedades en 1y 2, no usando las notaciones u 'y d. Igua que en €
caso de flujo unidimensional con onda de choque, las condiciones del flujo aguas
arribay abajo del disco actuador son idénticas que en las posiciones mas a€gjadas ((u

yd).

1.2.1.- FLUJO A TRAVESDE UN FILTRO

En este caso esla ecuacion del momento la que cambia (comparada con el
caso de onda de choque) en €l flujo a través de un filtro. Para entrada de flujo
normal, la accion principal del filtro es producir una fuerza que se opone al
movimiento del fluido y, accidentalmente, correspondientes caidas de presion e
incrementos de entropia. Consideremos una unidad de area normal a flujo. La caida
D ser& entonces funcion de la velocidad de entrada 'y de las propiedades del fluido,
de la geometriay dimensiones de filtro,

D= D(ul, r,T; R;g,md,geometria) (1.59)

Donde d es unamedida del diametro de los hilos que forman € filtro. La
geometria normalmente también incluird e espacio del hilo. Se asume que € fluido
es un gas perfecto asi que s r, yT, son conocidas, no necesitamos introducir la
presion como variable adicional, yaque p, = r,RT,.n eslaviscosidad del fluidoy
g eslarelacion de calores especificos.

Laforma adimensional de la ecuacion (1.5a) es.

Q:

d u,

NRT)

0, geometria™ = f (Ry, M,,g, geometria)

_ D
CD_(

1/ 2)u?sr =g
il g m

[N

(1.5b)
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donde R, y M, son el nimero de Reynoldsy de Mach alaentrada. La geometria es
descrita normalmente de forma adecuada por la porosidad, P, fraccion de espacio
libre.

Consideraremos primero €l caso de flujo incompresible através de un area
unitaria de un filtro de geometria conocida y con un nimero de Reynolds dado. La
ecuacion de continuidad es

G, =G, (1.68)
u, =u, (1.6b)

Y la ecuaciéon del momento es:

F,.=D+F, (.79
De este modo,
D=F - F, (1.89)
=p,- p,=Dp (1.8b)
= Por - Poz =Dpy (1.8¢c)

Asi, el coeficiente de caida de presion estatica (K)y el coeficiente de pérdida
de presion de remanso (P ) son iguales al coeficiente de resistencia (C, ) en el caso
de flujo normal incompresible:

Dp

K= = Dpo D
L/ 2)r U2

P = =
W2ruZ (W 2)ru?

=Cp(Rq, P) (19)

De este modo € unico efecto del filtro en e fluido es producir una pérdida de
presion estética, y unaidéntica caida de presion de remanso, ademas de un aumento
de entropia,

Ds :M (1.10a)
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Y en forma adimensional
Bs_Dpy
R p

(1.10b)

Para flujo compresible, s de nuevo asumimos conocidos € nimero de
Reynolds ala entrada'y e nimero de Mach, las ecuaciones de control para € flujo de
un gas perfecto a través de un filtro vienen dadas por:

Continuidad
G, =G, (1.11a)
Fau =15, (1.11b)
Momento
F,=D+F, (1.12a)
(p+ru2)=(p, +r u2)+D (1.12b)
Energia
H,=H, (1.13a)
c, T, +uf /2=c,T, +u; (1.13b)
Estado
R=R (1.143)
Lo Fe (1.14b)
r 1T1 r 2T2
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A partir de estas ecuaciones, €l flujo aguas abajo podria determinarse como
sigue:
@ el nimero de Mach M, como funcion del nimero de Mach M,y

del coeficiente deresistencia C, ; 0

(b) larelacion de velocidad u2/ul como funcion del nimero de Mach
M, y del coeficiente de resistencia C

A partir de la ecuacion de continuidad (ec. 1.11) y de la ecuacion de estado
(ec. 1.14), larelacion de velocidades u2/ul puede escribirse:

a@,0_M, [@,0_r1,_pT, (1.15)
u15 Ml\ T15 r, P

A partir de la ecuacion de momento (ec. 1.12),

p.lLl+gMZ)- Cogp,M2/2=p,[L+gM?) (1.16)

p, _ 1+gM?

p, {L+oMZ(L- C,/2)}

y de la ecuacion de la energia (ec. 1.13)
T_2:1+{(g- 1)/2 M2
T, 1+{(g-1)/2 M2

(117)

siguiendo como

Cfrowzf v o2
m2it+{ig- 0/3mz] M2+ {lg- 972m?]

(1.18)

desde la cual puede determinarse M, conociendo M,y C,.

Alternativamente, se puede obtener una ecuacion cuadratica paralarelacion
de velocidades u2/ul. Se eliminan las presiones de la ecuacion del momento (1.12)
usando continuidad y las ecuaciones de estado (1.11y 1.14) para dar

10
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r {RT,(1- M ZC, 1 2)+u?f=r1,(RT, +uZ)
U,RT,(1- gM2C,, 1 2)+u,u? = U, RT, +Uu,u? (1.19)
Desde la ecuacion de la energia (1.13), T, es escritacomo

T, =T, +(u? - u?)/2c, (1.20)

Y diminada entre las ecuaciones (1.19 y 1.20), dando la siguiente ecuacion
para u2/ul:

2
831292_gae1203€ 1
§u 5 g+18u, & ov?

Con esto tendriamos la solucion buscada, ya que conocemos la relacion entre
las velocidades de la cara anterior y posterior del disco. Sabriamos la variacion que
ha sufrido e flujo a su paso por e mismo.

1.2.2.- FRENTE DE LLAMA NORMAL

La segunda forma de disco actuador unidimensional que podriamos discutir
es e frente de llama normal.

Ahora es la ecuacion de la energia la que se modifica con respecto a las
ecuaciones de discontinuidades de ondas de choque. Por simplicidad, sustituiremos
el proceso de combustion por uno de aportacion de calor a un gas perfecto, en € cual
se supone que € calor por unidad de masa es suministrado en los méargenes del disco.
Los estados 1 y 2 aguas arriba y abajo estardn entonces conectados, aungue la
transicion tendré lugar de forma repentina entre los dos estados.

11
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Las ecuaciones através del disco son ahora:

Continuidad
G, =G, (1.222)
ralp =T1,U, (1.22b)
Momento
F=F, (1.233)
(p+r,u2)=(p, +r,u2) (1.23b)
Energia
H, +gq=H, (1.248)
c,T,+ul/2+q=c,T, +u; (1.24b)
Estado
R =R (1.25a)
b P (1.25b)
r 1T1 r 2T2

Donde la suposicién de gas perfecto R= p/(Tr ) y C, =cte hasido hecha
para el fluido en ambas caras del disco.

De nuevo, se podrian halar todas las ecuaciones que nos definieran
completamente los cambios de propiedades, aungue nos centraremos en hallar las
relaciones para €l niumero de Mach y la velocidad aguas abgjo.

Como para € flujo dd filtro, las ecuaciones (1.22), (1.23) y (1.25) se pueden
combinar para eliminar u2/ul y obtener larelacién de temperaturas

12
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T eM + M u
ALY i W) (1.26)
T eM +oM, g

Pero, desde la ecuacion de la energia, las relaciones de temperaturas estéticas
y de remanso son:

T _.. d _T,1+{g-9/2m;]

Ty ¢Tu T, L+{(g- N/2IM2] (1.27)
Y combinando las ecuaciones (1.26) y (1.27)
Ty, 0 M2 eui) fefo- Dr2hm] 128)
Tor CoTor My (1+g\/|22) |.1 {(g ) 1)/2}M1]

A partir de la cual se obtiene e nimero de Mach aguas abgjo M,3 M,y
q/C,T, sondadas.

Alternativamente, |a relacion de velocidad u, /u, se podria obtener como en
el flujo del filtro. La cuadréticade u, /u, es ahora:

el

29 2 G, OB 1 9+a&3-1cﬁe+ 2 0 29z 1 0_
s i E M5 S9+im (@ IMZ5 o Tw G rIMI S
(1.29)

13
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1.2.3.- DISCO ACTUADOR CON TRANSFERENCIA DE TRABAJO

Para un disco actuador que represente a un mecanismo con transferencia de
trabajo, debemos modificar de nuevo la ecuacion de la energia, como en el andlisis
del frente de Ilama, pero también debemos considerar la posible modificacion de la
ecuacion del momento. S por gemplo, € disco representa una etapa reversible
adiabatica (isentropica) de un compresor, entonces no solo se incrementa la entalpia
de remanso del fluido por el trabajo recibido por unidad de masa (w,), ya que los
alabes de la etapa del compresor también gercen unafuerza (f por unidad de area de
seccion transversal) sobre e fluido en la direccion del movimiento. El trabgo
transferido y la fuerza serén relacionadas por un camino e cual depende del método
de transferencia de trabagjo. Por e momento consideraremos w, y f como
independientes y discutiremos su relacion mas tarde.

Esencialmente, modificamos ahora la ecuacion del momento y de la energia;
en cierto sentido combinaremos € andisis para flujo a través de un filtro
(modificacion solo de la ecuacion del momento) y € andlisis del flujo a través del
frente de llama (modificacion solo de la ecuacion de la energia). La ecuacion de la
entropia no se modifica por la transferencia de trabagjo isentrépico. La ecuacion de
continuidad y las de estado son inalterables.

L as ecuaciones basicas para el flujo de un gas perfecto son ahora

Continuidad
G =G, (1.30Q)
r,u, =r,u, (1.30b)
Momento
F,+f=F, (1.31a)
(P +r,u2)+ f =(p,+r,uZ) (1.31b)
Energia
H,+w,=H, (1.32a)
c, T, +ui/2+w, =c,T,+u; /2 (1.32b)

14
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Estado
R =R, (1.333)
pl — p2 (133b)
r 1T1 r 2T2

De nuevo, intentaremos buscar el nimero de Mach M ,, pero ahora como
funcionde M,,w, y f . Alternativamente, podriamos resolver larelacion de
velocidades u, /u,.

Para obtener € nimero de Mach corriente abajo, usaremos las ecuaciones
(1.30), (1.31) y (1.33), asi que

u, _M, 8,9 (1.34)
ul Ml Tla

u, _pT,_  [@+gm2)T,

U p,T, [+gMZ+flp)T,

Y, apartir de la ecuacion de la energia, como en € frente de [lama normal,
ecuacion (1.32) transformada

2
Too g, W _T, [+{0- 1)/2}M22J (135
Too c,Tu T [1+{(g- 1)/2m2]
Combinando las ecuaciones (1.34) y (1.35) obtenemos
2
oW _MZfroui+frp) fi+{lg- 1/2hm] (1.36)

N

C,To M/ [L+ov?) h+{(- 1)/2m7|

apartir delacual obtenemos M, .

15
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Alternativamente, la relacién de velocidades u2/ul puede determinarse como
en los casos anteriores. La ecuacion resultante para u2/ul es

2
ang - aeiaaeg oae+ L +L_+g 1% 2wy
S0 Bu mo 1 i Pp 9+1§L (@- 1M12;a CpT01§(g+1M

(1.37)

Unavez conocidosfy w, conoceriamos, como en |os casos anteriores, la
variacion de velocidad experimentada por € flujo a causa de la perturbacion sufrida.

1.3.- DISCO UNIDIMENSIONAL —FLUJO “SIN RESTRICCIONES’

Se considerara ahora un flujo € cual no tenga restricciones a ambos lados del
disco mas que e confinamiento en un tubo de longitud fijada. Se analizara €l flujo
incompresible a través de una hélice.

1.3.1.- FLUJO A TRAVES DE UNA HELICE

Comentaremos ahora, como muestra la figura (1.28) esqueméticamente, un
hipotético disco actuador sustituyendo a una hélice que se mueve con velocidad V
hacia la amosfera estacionaria donde e ambiente esta a la presion p,.
Consideraremos €l flujo relativo a disco (ver figura 1.2b), es decir que la velocidad
relativa aguas arriba en lazona 1 es u, =V, aunque la presion estética es invariable

(P = Pa)-

16
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(Figura 1.2a Flujo a través de una hélice)

T sobre disco

A

» T sobre fluido

uy=V+ u,

(™)

fl/ @ @

(Figura 1.2b Flujo através de una hélice)

Dado que € flujo es ahora libre para moverse en la direccion transversal a la
principal, la velocidad en las zonas 1 y u no es lamisma (u, * u,); de igual forma
(u, * u,) corriente abajo. Si asumimos que la contraccién de la corriente no es
grande, las velocidades en cualquier seccion axia son razonablemente uniformesy e
flujo puede ser descrito como unidimensional en el sentido de que u,, u,, U, Yy U,
son tomadas constante en cada seccidn. Aunque la presion estatica en el extremo es
igud a p,, las presionesintermedias p, y p, pueden diferir de la presién ambiente.

Enlazona?2, sin embargo, p, = p,.

17
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Las ecuaciones basicas que hemos usado a través de los discos en los flujos
confinados son usadas de nuevo, pera ahora entre las zonas u y d, corriente arriba y
abajo ddl disco,

Continuidad
G, =G, (1.383)
%2 =u, =V +u, =V +u, =§é—32 (1.38b)
! " e
Momento
T+F,A, =F,A, (1.39)
T+AJ(pu+ruj):Aj(pd+ru§) (1.39b)
Energia
w,=H, - H, (1.408)
W, =(Pog - Pou)/ T (1.400)

para el flujo de un fluido incompresible de densidad r .

T = fA, = fA, es €l empuje en la hélice, asi que hay una fuerza T sobre €l
fluido en la direccion x.

Como la velocidad es continua (u, =u, ), esto hace que
f=T/A=p,- p, (1.42)
w, =(p, - p,)/r =Ff/r (1.42)
donde A=A, = A, esel areadel disco.

Ahora tenemos que relacionar las condiciones en lazona 1l con lasde u, y las
delazona?2 conlasded. A partir de la ecuacion de Bernouilli para el estrechamiento
delacorrienteentre 1y u,

(p,+rv2/2)=p, +(r 120V +u)) (1.43)

inmediatamente aguas abajo del disco (zona d) hasta € extremo, la presion de
remanso se mantiene constante, asi que

18
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pg + (r 12 +u; ) = p, +(r 12V +u, ) (1.44)

A partir de las ecuaciones (1.43) y (1.44), de que p, =p,=p, Yy de que
u, =u,, delaecuacion de continuidad,

pe- P =(r 72V +u,) - rves2 (1.45)
AT

De laecuacion (1.41), e empuje desarrollado por la hélice es la diferencia de
presiones en € disco multiplicada por su érea,

T=fA=(p, - p,)A (1.46)
=rAu, (v +u,/2)

Pero e empuje podria relacionarse también con el cambio globa del
momento entre 1y 2

T =GA(V +u,)- V} (1.47)
=rAlV +u, i,

De laecuacion (1.46) y (1.47) llegamos a
U, =u, =u,/2 (1.48)

es decir, que la mitad de la perturbacion que sufre la velocidad tiene lugar por
encimadel disco.

La energia cinética afiadida a fluido por e movimiento de la hélice hacia un
fluido estacionario, es

S(eAl,)

19
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mientras que la potencia del empuje es

TV = fAV =r AV +u; Ju, (1.49)

De este modo, la potencia total absorbida por la hélice es

W, =GAw, =TV + (1/ 2)(GA)(u,)?

rAlV +uy v +u, 1 2)u, (1.50)
TV(1+ U, /2V)
GA{(py - p.)/ 1}

El rendimiento de la hélice h definido como la relacién entre la potencia Util
del empujey la potencia total absorbida:

v ! v (151)
W

Cltu, /v Vo+u

S

con lo cual seresolveria e problema.

El hecho de presentar estos gemplos, como se comento anteriormente, no
tiene la funcion principal de obtener su anadlisis completo para hallar una solucién
exacta de los mismos sino que se presentan como una introduccién a los métodos del
disco actuador. En este gemplo, es importante apreciar la naturadeza de las
suposiciones hechas, ya que los andlisis de otros flujos mediante e disco actuador
siguen un modelo similar. Las suposiciones son las siguientes

) e flujo es uniforme a lo largo de la corriente en todas las zonas.
Aunque hay una suposicion razonable en las zonas “infinitas’ 1y 2, es
claramente erroneo en las zonas u y d. La presion en las caras libres de
la corriente es p, = p, = p,, pero las presiones principales p,, py
estan por debajo y por arriba de la atmosférica respectivamente. Debe
exigtir una curvatura local del flujo para que esto sea posible. Esto nos
indica que € flujo no puede ser estrictamente unidimensional.

20
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(i)

(iii)

las velocidades de giro son ignoradas en € andlisis, aungue deben
exigtir s la transferencia de trabgjo tiene lugar. S € flujo a través del
disco es reversible y adiabatico, entonces € incremento de la presion
de remanso, ignorando |a energia cinética de las velocidades de giro,
es

(Pog = Pou) /T =(Pg - P/ T
=U (Vs - V)
donde v es la velocidad de giro y U es la velocidad de |a hoja local.

Claramente v, debe ser cero, y el disco afiade velocidad tangencial:

vV, =(py - P,/ TU=T/UAr

en e andlisis no hay vorticidad aguas abgjo, una vez que € flujo se
asume uniforme. Sin embargo, la circulacion en el flujo real debe
variar alo largo de la hoja asi que la vorticidad existe.

Una vez examinado brevemente el disco actuador “unidimensional”, podemos
analizar e mismo en flujos de “dimensién y media’ y “bidimensionales’ para ir
conociendo con mas detalle el funcionamiento basico del mismo.
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