Capitulo |11 El disco actuador “ bidimensional”

CAPITULO I11

EL DISCO ACTUADOR BIDIMENSIONAL

Llegados a este punto vamos a desarrollar lateoria del disco actuador para el
caso “bidimensional”.

Ahora, en general, se considerara que los flujos podran tener componentes de
lavelocidad en las tres direcciones. De igual forma podra existir una componente de

|lavorticidad en cada una de esas direcciones, con lo cual, nos encontramos ahora,
que las lineas de corriente podran variar en las tres direcciones.

Sin embargo hay que notar que, €l hecho de corsiderarlos bidimensionales es
porgue los flujos seran resueltos en un plano bidimensional determinado y que sera
seleccionado paratal efecto.

De la misma forma que anteriormente se resolveran unos casos genéricos
mediante el desarrollo de lateoria del disco actuador para analizar su fundamento e
implementacion.

El andlisis se desarrolla para flujo incompresible, asumiendo que la densidad
no cambia alo largo de las lineas de corriente, siendo para flujo compresible de
formasimilar.

Primero consideraremos unos casos donde se incluyen solo pequefias
perturbaciones unidimensionales o de “dimension y media’ para terminar
examinando € flujo meridional através de una cascada, cuyo caso se examinara
también posteriormente de forma detallada.
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Capitulo |11 El disco actuador “ bidimensional”

Para todos los casos usaremos un sistema de referencia similar como €
mostrado en lafigura (3.1).

2,W,Z

y,v,h

X,U,X

(Figura 3.1 Sistema dereferencia)

3.1.- FLUJO “CORTANTE” A TRAVESDE UN FILTRO

El primer caso que vamos aver y mas smple, es € de flujo “cortante”
incompresible a la entrada, u,(z), pasando através de un filtroen x=0, e cual
provocara tanto una pérdida de presién como una deflexion local del flujo en € plano
(x,2) . Lavelocidad v es siempre nula por lo cual, la solucién del problema es €l
campo de velocidades en e plano (x,z) , por lo que tenemos asegurada la
“bidimensionalidad” del mismo. En el desarrollo se admite la presencia de la
vorticidad h en el flujo. Sin embargo, s la entrada del flujo fuese uniforme,
entonces h seria nulay volveriamos a flujo unidimensional a través de un filtro.

Dando las caracteristicas del filtro, el problema es determinar € flujo a
atravesarlo y en particular el perfil de velocidad u,(z) en x=¥ .

Lo primero que haremos es asumir el coeficiente de resistencia (basado en la
caida de presion) para un flujo que se encuentra € filtro con un angulo e =¢, con
velocidad normal u,,,
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Capitulo |11 El disco actuador “ bidimensional”

K@J=@u-mﬂérﬁ (3.1)

y consideraremos que es similar a coeficiente de resistencia para flujo normal a
filtro (e, = 0), esdecir

K(e,)» K(0)=K (32)

Por tanto, asumiremos que las vel ocidades tangencial es justamente aguas
arriba 'y abgjo del filtro, zonas u y d, vienen relacionadas aproximadamente por

w, =w,(1- B) (3.3)
donde B es también una caracteristica conocida del filtro.

Antes de seguir avanzando en € desarrollo hay que hacer un pequefio inciso.
Para un flujo, donde la componente de la velocidad perpendicular a plano
seleccionado es nulay en € cual la componente de la vorticidad en esa direccion (b)
normalmente no o es, la ecuacion de Helmholtz para flujo incompresible

(cxN)w=(wxN)c (3.4)
podria aplicarse en ladireccion b, con ¢, =0 paraver que
oW _ (35)
B

donde s es la coordenada medida a lo largo de una linea de corriente en € plano
seleccionado y w, eslavorticidad perpendicular aese plano. w, espor tanto
invariable alo largo de unalinea de corriente en € flujo bidimensional.

Aplicando por tanto para nuestro caso la ecuacion de Helmholtz para w, , la
cual es ahorala componente tangencial h, obtenemos la ecuacién

C—=uU—+w—= (36)

para flujo incompresible. Desde que w/ u, fh / Yz son pequefios en un flujo cortante
“débil”, entendiendo como tal que las variaciones frente a z son pequefias, podriamos
escribir

fh

-&:o (3.7)
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Capitulo |11 El disco actuador “ bidimensional”

y que
h =h(z) (3.8)

en ambas caras del disco.

Este es un factor importante y que nos conduce a poder concluir, que en tales
flujos “cortantes’ débiles, s bien las velocidades w (componente z) podrian variar, la
vorticidad tangencial permanece constante alo largo de las lineas de z = cte aambos
lados del disco. Existe una discontinuidad en h en el disco.

Una ecuacion paralavelocidad radia se obtiene ahora de la ecuacion de
continuidad y de la solucién aproximada de Helmholtz, h =h (z) . Suponemos que €
campo de velocidades local en un punto (X, z) , por gemplo aguas arriba del disco,
viene dado por

u=0a+u,(z)+u'(x,2) (3.9)
w=w(x,z) (3.10)

es decir, que las perturbaciones en €l flujo son debidas a pequefias variaciones en los
campos de velocidades u'y v . Es decir, suponemos que €l efecto del “disco” sobre
el flujo es una pequeiia perturbacion del flujo medio de entrada.

Entonces, para flujo incompresible, la ecuacion de continuidad es

ﬁ + 'ﬂ_z =0 (3.12)
que se puede escribir como
ﬂ_u' + M =0 (3.12)
x 9z
De forma similar, la solucion de Helmholtz
h(x, z)=h,(2) (3.13)

deforma que

fu, . Tu W :‘Hui
Iz 9z X 9z

y por tanto

% = % (3.14)
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Capitulo |11 El disco actuador “ bidimensional”

Las ecuacionesdela(1.11) ala(1.14) dan

2\ n; 2vn;
NZW':ﬂVZV_l_ﬂVZV
Ix 9z

=0 (3.15)

para € flujo aguas arriba, y de forma similar para las perturbaciones del flujo aguas
abagjo.

Lasolucion de la ecuacion para w' en las dos regiones puede ser expresada
en forma de desarrollos en serie:

¥
w =8 e (A senk,z + B, cosk,z) (3.16)

n=1

donde el signo (+) corresponde aguas arribay €l signo (-) corresponde aguas abajo.
Dado que la velocidad radial debe ser cero en las paredes, en z=0y z =1 paratodo
X, tenemosque B, =0y k, =np /. Esas condiciones de contorno limitan la
solucion a
.3
w =a Aysen |
n=1
.3 NPZ o . .
w = Agsen—e corriente abajo (3.18)

n=1 |

PZ o corriente arriba (3.17)

e integrando la ecuacion de continuidad con respecto ax desdeel ¥ (donde u =0) a
x la solucion obtenida es

an npx/|

¥
u=-3 A, cos——e corriente arriba (3.19)
n=1
¥
u'=a Ag cosg e ™! corriente abajo (3.20)
n=1

Estas son las soluciones genéricas através del disco actuador, es decir, las
perturbaciones que sufre el flujo medio en las proximidades del disco debido a su
presencia
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Capitulo |11 El disco actuador “ bidimensional”

Si queremos obtener unas soluciones mas concretas tenemos que obtener los
coeficientes A,y A, paraemparegjar las soluciones atraves del disco actuador.
Usaremos las dos caracteristicas conocidas del filtro, ecuaciones (3.2) y (3.3), junto
con la ecuacion de continuidad. La ultima, aplicada en una posicion z a traveés del
disco da

G,=ru,=G, =ruy
y por tanto
=u,
g+u,(z)+u, =0 +u,(z)+u, (3.21)

La componente de lavelocidad z cambia a través del disco seguin la ecuacion
(3.3), asi que

w, =w, (1- B) (3.22)
(1- B)A, = A, (3.23)

De las ecuaciones (3.21) y (3.23) tenemos

npz

(u - u,)=8Q (2- B)A,, cos—— (3.24)

.,j Qox

Finalmente, usaremos la ecuacion (3.2), la cual dalas pérdidas de presion de
remanso através del filtro (aungque lo tenemos en funcion de la caida de presion
p, - Py)- Como

P, = p+%r(u2+wz)

T, _fp,  Ju T (3.25)

Iz 9z 9z Iz

Para |os flujos débiles considerados, el desplazamiento de las lineas de
corriente es pequefio y €l termino de la energia cinética (vvﬂw/ ﬂz) puede ser
eliminado. Por tanto, podriamos usar la relacion de Lamb (Npo Ir =c¢’ W) para
escribir el gradiente de la presion de remanso en la direccién z como

P, _

o uh (3.26)
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donde h =u/ Ty - fw/ 1z . Como vimos anteriormente, esta vorticidad es una
funcién de z en ambas caras del disco en un flujo “cortante” pequefio, asi que
h,=h;y h, =h,.

Tomando la diferencia del gradiente de p, en las dos caras del disco

1 1
2 o )= (p, - pa)uy My, M

r iz Pou = P r 9z Yoz ¢ ez
=uh, - ush, (3.27)

Pero, como u, =u, y (p, - py)/r =Ku?/2, entonces se llega a que

T aXu’ 6
u,(h, - h )=—ﬁ“ T (3.28)
TrE 2 4
Con lo cual obtenemos las velocidades en ambas caras ddl disco como una
funcion de lavorticidad y de las caracteristicas del filtro.

3.1.1.- FLUJO A TRAVES DE UN FILTRO UNIFORME

Como caso particular, vamos a resolver el caso anterior tomando un filtro
uniforme (la caracteristica del filtro sera constante), lo cual nos va a permitir
simplificar los resultados.

Si K esconstante con z (K =K ), entonces la ecuacion (3.28) puede
escribirse como

u,  Tu, s u

uuéﬁL B hgz Kouu f -

efz Yzg 1z

o0 integrando
u, - u, =K,u, +cte=K_(u, +C) (3.29a)

Para determinar la constante de integracion C, integramos la ecuacion (3.29a)
|

desde z=0 hasta z = L, haciendo notar que en unaseccién (udz es constante e
0
igual a flujo masico Ul , donde U eslavelocidad media. Esto llevaaque C=-Uy

u-u, = K(uu - U) (3.290)
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Alternativamente, esta ecuacién podria escribirse

¥
U, - U, = K(u1 - U)- Ké A cosg (3.29¢)
n=1
0
u - u, =K(u, - @)- K(u, - u,)/(2- B) (3.290)

la cual puede ser de nuevo arreglada para dar la distribucion de vel ocidades corriente
abajo u,(z) en funcién de ladistribucion corriente arriba u, (z) y de las
caracteristicas del filtro K y B:

u, - t={1- K(2- B)/(2- B+K)}u, - TO) (3.30)
=f (u, - 0)
donde
f ={1- K(2- B)/(2- B+K}} (3.314)

es denominado e factor de multiplicacion.

Loscoeficientes A,y A, Sehalan mediante el andlisis en series de Fourier
de la ecuacién (3.29c), la cual puede escribirse como

_ K(Ul' U) _ ey 3 npz
u, - U, —{1+ ” /(2_ B)} = K(ul u) K?:l A, cos I
asi que
5 A, cos—rlpZ =(u - U)ae—K 9 (3.32
AT T e B K g |

Dado u, (z) Ky B, sedetermina A, apartir de esta ecuaciony
Ay =Aul- B)

de la ecuacion (1.23). Lavelocidad radial w' es entonces conocida de |as ecuaciones

(1.17) y (1.18), junto con las perturbaciones de la velocidad axial en las caras del
disco. El problema est4 ahora totalmente resuelto.
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Vamos a hacer un pequefio inciso en € factor de multiplicacion f . Podriamos
notar que

f ={2- B+K(B- 1}/(2- B+K) (3.31b)

f siempre seencuentraentre (2- K)/(2+ K) y 1/(1+K), yaque B se mueve entre
cero y launidad. Los filtros suavizan €l perfil de velocidades, si bien el andlisis
indica que bgjo ciertas condiciones ( B =0, K>2) € efecto eslainversion del perfil
de velocidades .

El objetivo usua de instalar un filtro es eliminar la variacion de velocidad. El
andlissmuestraque, s K =(2- B)/(1+ B), entonces f esnulo y se produce un
perfil uniforme. Paraun filtrocon K =2.49 y B =0.335 podemos observar en la
figura (3.2) como se produce un perfil uniforme de la velocidad a su paso por €l
filtro, a partir de entrada variable.
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(Figura 3.2 “ Suavizacién” del perfil de velocidad mediante un filtro)

Para mostrar como lateoria del disco actuador describe correctamente €l flujo
bidimensional através de filtros, se muestran otros resultados como los mostrados en
las figuras (3.3) y (3.4). Enlaprimera, K=0.88, B=0.29 y f =0.42, loque
produce una “amortiguacion” sustancial del perfil de la velocidad. En la segunda,
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K =320, B=0.34yf =-0.095, lo cua produce una pequefiainversion del perfil

en lavelocidad axial.
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(Figura 3.3 Reduccion de la variacion por un filtro)

DISTAMNCIA Z(in)

(Figura 3.4 Inversion del perfil por un filtro)
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3.2.- FLUJO “MALDISTRIBUIDO” A TRAVES DE UNA CASCADA

En este caso consideraremos un flujo a la entrada con velocidades
[ul(y), A (y)] y con vorticidad z pasando através de un disco actuador en x=0.La
“bidimensionalidad” est4 ahora asegurada por laasuncion deque w=0, {/fz=0y
resolveremos €l flujo en &l plano (%, y) . Se producira una deflexion del flujo en la
direccion tangencia (y) debido a paso por los “aabes’ dentro de los mérgenes del
disco. Se trata pues de una perturbacion bidimensional del flujo de unadimensiony
media

Desarrollando igual que en el caso anterior, nos encontramos ahora con que la
ecuacion de Helmholtz en la direccion z es nula debido a que la componente de la
velocidad segun ese ge es cero. Por tanto, teniendo en cuenta que la componente de
la vorticidad en esa direccion es z

cC—=u—+v—=0 (3.33)

Por tanto, en este caso es z |a componente de la vorticidad que es invariable
alo largo de las lineas de corriente.

De nuevo asumiremos aqui que €l flujo en ambas caras del disco, es una
pequefia perturbacion del flujo de “dimension y media’, con lo cual tenemos que:

u, =u vV, =Utana, corriente-arriba

cl
cl

u, = v, =Utana, corriente-abajo

Por medio de la ecuacion de Helmholtz, podemos decir que la vorticidad
Z generada es aproximadamente

z=—-—y=z(y-xtaneT) (3.34)

donde a ese angulo del flujo.

Se puede considerar que las perturbaciones del flujo uniforme vienen dadas
por

u, +u v, +V
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donde las primeras componentes son las perturbaciones del flujo en & “infinito” y las
segundas estan asociadas a un campo irrotacional

N2u' =N?v' =0 (3.35)

De estaforma las soluciones para estas perturbaciones del flujo en las
proximidades del disco son de laforma:

u‘ :é rpx/LE% Senwpy 00

e L " oy
corriente-arriba (3.36)
u=-g§e™t ndsengﬂﬁ dg-g
15k L Yo
v = é ean/LEJBnu COS§1py +f . 9&
n %7
corriente-abgjo (3.37)

é npx/Lg%nd CO wpy g;

n

Hay que recordar que estas perturbaciones se anulan en zonas
“suficientemente lgjanas’ al disco, donde tedricamente el disco ya no tiene influencia
sobre el movimiento del flujo.

Una vez conocidas estas perturbaciones, podrian hallarse las soluciones
completas conociendo la velocidad de entrada y aplicando como en casos anteriores
las condiciones a través del flujo.
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3.3.- FLUJO MERIDIONAL A TRAVES DE UNA CASCADA

Por dltimo vamos a analizar €l caso del flujo meridional através de una
cascada. Este caso, que se ampliara posteriormente con detalle, es de gran
importancia ya que representa el flujo a través de una corona de dabes con una
elevada relacion radio de raiz-cabeza (con ciertas restricciones que se comentaran).

Tomaremos un flujo con componentes de la velocidad u, (z) y v, (z) que
atraviesa nuestro disco actuador situado en x=0, €l cua provocara una deflexion
del flujo en la direccién tangencia y. Como se comentd en anteriores casos, el hecho
de que € flujo seainvariante en una direccion (la“y” en este caso, /1y =0) hace
que lo podamos describir en un plano (X, z) y que por tanto se considere de “dos
dimensionesy media’ en vez de tridimensional como es en realidad.

Vamos aintentar obtener las posibles soluciones de este problema.

Para el desarrollo de las soluciones del flujo meridional “dos dimensionesy
media’ incompresible se usara un sistema de coordenadas cartesianas. Como se
menciono anteriormente, las propiedades del flujo no varian en la direccion
tangencia (y), lo que nos permite definir una funcion de corriente y en el plano de
estudio a partir de la ecuacion de continuidad de la forma:

T, w_, I | A— (3.38)

x 9z 1z Ix

Por otro lado la vorticidad tangencia es.

(3.39)

Sabemos ademas, que para flujo incompresible existe una relacion entre la
presion de remanso, la vorticidad tangencia y la velocidad tangencial (las tres son
constantes a lo largo de una linea de corriente)

=0 —p py— (3.40)

Por tanto, ya tenemos las dos ecuaciones que modelan e problema, (3.39) y
(3.40), de las cuales vamos a intentar hallar 1as soluciones exactas.
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Consideraremos soluciones lineales del tipo:
h=-lc+Cy| Ny =c+Cy (3.41)

donde Cy C' son constantes.

Estudiaremos, por tanto, dos tipos de soluciones. Laprimeracon C=0 y la
segunda con C’'=0.

Veadmosd as de forma detallada.
a) Solucibncon C=0y C'=-nt

Es decir, tenemos una ecuacion del tipo:

Ny =-mYy (3.42)
cuyas soluciones son de la forma:
¥
y =y« (@+a e*y . (2) (3.43)

n=1
y enlacua e signo positivo corresponde aguas arriba del disco y e negativo aguas

abagjo.
Vemos, como en casos anteriores, como la solucion se compone de dos

términos, el segundo de los cuales se anula cuando su distanciaa disco es elevada.
En estas zonas “algjadas’ tenemos por tanto que:

d

OV sniy, =0 (3.44)
y

y v =A,sennz+ B, cosnz (3.45)

Ahorabien, si lavelocidad principal es conocida (U) , entonces

y ¥(0)'y ¥(|):UI

con lo cua se llega ala siguiente solucion:

- ol === (3.46)
senni senni

y . =B, {cosne + (1- cosml)sennz . g SNz
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donde B es la Unica constante desconocida. Hemos obtenido el primer término de la
solucion.

Para el segundo término, tenemos que como

Ny =-mdy NZY¥='mZY¥

entonces
N2y -y v )=-mly -y o) (347)
asi que la solucion ser&
y .'(2)=(Asenl ,z+B, cosl ,2) (3.48)
con
= (k2 +me )2 (3.49)

Como ademas, la funcién de corriente permanece constante en €l “infinito”,
sebemosquey ,'(0)=y ,'()=0 y sellegaalasiguiente relacion:

K, :{(nzp 2/ 2)- mz}ll2 (3.50)

Con lo cual tenemos completa la solucion del primer tipo que estabamos
examinando. Esta queda de la forma:

- ¥
y =B, {cosnz + (1- cosm )sone Voot E LS A son P2k (3.51)
senn senm n=1 l

donde por inspeccion i debe ser siempre menor que p /1 .

Una vez encontrada la solucion, vamos a intentar unir las soluciones para las
dos regiones separadas por el disco actuador situado en x =0. Supondremos
conocidalavelocidad del flujo U, con lo cual los dos Unicos coeficientes que no
conocemosson A,y A, .

La ecuacion del momento radial através del disco en ausencia de fuerzas
viene dada por:
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Fu,W, =ruyw, (3.52)
y la ecuacion de continuidad por:

ru, =ruy (3.53)

Por tanto, de ambas ecuaciones, w, =w, y

knu Ahu =- knd And = kbn (354)

La ecuacién de continuidad (3.53) da
U (Z) +u,'= UZ(Z) Uy (3.55)
con lo cua tenemos que

U (2)- u,(2)=(A, cosm,z- B,senm, z)m, - (A, cosm,z- B,senm,z)m,

g np, a1 106 npz
=4 Py &0 4 2 Jeos P2 (3.56)
l knd knu ﬂ I
Por tanto tenemos ya relacionadas | as vel ocidades axiales en ambas caras del
disco. El unico factor desconocido es k,,, que se obtendria mediante un andisis de

Fourier de la ecuacion (3.56).

Para terminar de completar la solucién necesitamos obtener las vel ocidades
tangenciales, las cuales se obtendrian de la integracion de la ecuacion (3.40)
resultando

2
vz =2Po mfy ? + cte (3.57)
r

enlacua my p,(y ) deben ser conocidas.

Con esto tenemos definida completamente la solucion y relacionada en las
dos caras del disco.

Es de interés notar que para flujos “ cortantes” pequefios (I <<p /1) tenemos
que k,, »kg»np/ly A, »- A4 =A,. Portanto

¥
U - U, » Q @An cos— P2 (3.58)

n=1 l
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y se puede aproximar la solucién por
U, » Uy + Uy - u)/2= (U, +u,)/2
ug »u, +(u, - u,)/2=(u, +u,)/2 (3.59)

Observamos como la velocidad en € disco es la media aritmética de las
velocidades en los “extremos’. Aunque sea una aproximacion es un resultado a tener
en cuenta.

b) Soluciéncon C'=0y C=-h

Con estas constantes adoptadas, la ecuacion (3.40) queda ahora

1dp, o dv _ _ - (3.60)
r dy dy
Entonces, podemos hacer
2
vﬂ:a1 V—=a]y +a, (3.62)
dy 2
1de _ Po_ay +a, (3.62)
r dy r
h=(a,- a)=cte=-C (3.63)

La solucién para el término correspondiente alos “extremos’ se puede
obtener de

d?
d22¥ =-h, _(al_ az):C
es decir
yy =(a-a,)z’12+a,z+a, (3.64)

Aplicando |as condiciones de contorno, y  (0)-y , ()=l , obtenemos

-a, l?/2+al=-0l
(a, - a,) a,
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y
yy =(a, - a,)z2/2+](a,- &) /2- T]z+a, (3.65)
El perfil de velocidades vendra dado por:
Uy :-dZ—¥:U+(a1-a2)(z-I/2) (3.66)
2

que como puede observarse es lineal.

Nos falta ahora para completar la solucién hallar el segundo término, que
como en la primera solucién, sera de laforma

¥
y'=ae®y., (3.67)
n=1
con
y;z/%sen# y ok, :”I—p (3.68)

Definida la solucion completa, vamos a intentar relacionarla entre las dos
regiones del disco. Como

A‘lu =- A‘Id :An
se obtiene
U - u, = Zé AEGBQCOSE
el g |

:[(al - az)u - (a:L - az)d](z' ”2)
=(c,-c,Nz-112) (3.69)

con lo cua tenemos relacionadas |as velocidades axiales. El coeficiente A, se
obtiene del andlisis de Fourier.

Con esta solucion, también se cumple que lavelocidad axial en € disco es
exactamente |la media de |as velocidades axiales del “infinito” ya que la vorticidad es
constante en ambas caras del disco.

Por |o tanto se han acanzado dos soluciones diferentes para €l caso de flujo
meridional a través de una cascada. Hay que notar € hecho de que en ambas, la
solucion se compone de dos términos, uno correspondiente a las zonas “aejadas’ del
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disco y otro alas “inmediaciones’ del mismo. Ambos términos, hay que recordar,
son las perturbaciones de un flujo uniforme que atraviesa € disco. Este hecho serd
muy importante en el andlisis mas detallado que se hara posteriormente.
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