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CAPITULO IV

FLUJO MERIDIONAL EN TURBOMAQUINAS
AXIALES

En e apartado anterior hemos visto como se analizaba €l flujo meridional en
una turbomaguina. Para ello se hicieron una serie de suposiciones, bagjo las cuales o
definiamos como un problema de “dos dimensiones y media’.

Ahorabien, € flujo que evoluciona a través de una turboméquina es
tridimensional. Para salvar este escollo |o consideraremos como la superposicion de
dos flujos: por un lado un flujo meridional axilsmétrico y por otro € flujo
bidimensional resultante de |a interseccion de lineas de corriente “cilindricas” con los
alabes. Con esto y asumiendo como valida esta simplificacion dentro del objetivo de
este proyecto realizamos €l estudio del flujo meridional desacoplado.

Para este flujo consideraremos que las lineas de corriente no sufren
variaciones en el espaciado entre dabes, permaneciendo invariables. Sin embargo
hay que tener en cuenta que éstas sufren variaciones a su paso por los aabes por lo
cual la velocidad meridiona sufrira variaciones de laraiz ala cabeza del dabey por
tanto los triangulos de vel ocidades también variaran.

Analizaremos €l flujo a partir de dos métodos distintos como son el equilibrio
radial simplificado y lateoria del disco actuador, tratandose tanto el caso de flujo
comprensible como incompresible.
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4.1.- EQUILIBRIO RADIAL

El estado de nuestro flujo en movimiento lo podemos expresar en funcion de
su velocidad y de sus propiedades termodindmicas. Las ecuaciones bésicas para
obtener la ecuacion de equilibrio son las siguientes:

a) Ecuacion de continuidad

I iRixrE)=0 (4.1)
1t
b) Ecuacion de Navier-Stokes para un fluido con viscosidad constante
I
Dc_ I 1. uée,r 1o/ I\
—=F- =Np+— AN?c+=N(N xc); 4.2
Dt r P r é\l 3 ( )H (4.2

donde F es la fuerza por unidad de masa que gjerce € dabe sobre d fluidoy u
es la energia interna del fluido.

C) Ecuacién de la energia

Du Dr ! f
—_—+ =+ — 4.3
Dt P Dt (§L r (43)

donde & es el calor cedido a fluido por unidad de masay tiempoy f esla
disipacion viscosa de energia

d) Ecuacion de la ental pia de remanso
c? p . c?
hy =h+—=u+—+— 4.4
° 2 r2 (49
€) Ecuacion de la entropia
-1
T E = ﬂ + Dr (45)
Dt Dt Dt

f) Ecuacion de estado de un gas perfecto

Pogr (4.6)
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Combinando las sei's ecuaciones anteriores obtenemos la ecuacion de
equilibrio del fluido:

~ I

0 8- T et + N(N&)( 4.7)

- r - r 1
Nh, =F +TRs+c¢” (N ¢)- —=+n 3

donde & gradiente de la entalpia de remanso viene dado en funcion de lafuerza del
alabe por unidad de masa, |os esfuerzos viscosos, la velocidad, € gradiente de
entropia, etc.

Ahora bien, en la zona entre coronas, que es donde desarrollamos nuestro
estudio, lafuerza gjercida por el aabe sobre € fluido es nula, con lo cua e término
correspondiente se anula. Si consideramos ademas que el flujo es estacionario, es
decir, que las propiedades del flujo en cualquier punto son invariables en e tiempo,
el término ic/ it también se anula.

Por tanto, la ecuacion (4.7) queda ahora de la siguiente forma:

., T

Rh, = TRs +¢~ (N7 ¢)+n|Ri2C + = R(R ) 4.8)

Wl PR

Si adicionamente, consideramos que en la zona entre las coronas de dabes
los efectos viscosos son pequerios, podemos considerar en una primera aproximacion
el flujo como no viscoso. Esto nos lleva a eiminar € dltimo término de la ecuacion
(4.8), con lo cual obtenemos:

Nh, =TNs+¢” (N ¢) (4.9)

Esta ecuacion nos define las variaciones de la ental pia de remanso entre
lineas de corriente en una determinada seccion.

Ahorabien, desarrollando la ecuacion (4.9) en coordenadas cilindricas y
guedandonos con las variaciones radiales, que son las que se producen en nuestro
plano de estudio, se obtiene:

o 95,6 Me), To oo T (4.10)

I T r qr “fr r Mg X
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Si ademas tenemos en cuenta la consideracion mencionada anteriormente de
tomar € flujo axilsimétrico, las variaciones de |as propiedades con respecto ala
coordenada angular q se suponen nulas (‘ﬂ/ g = O) . De estaforma la ecuacion
(4.10) quedareducida a

— - T—=— +cC -C (4.11)

Esta ecuacion es la ecuacion del equilibrio radial para flujo compresible para
nuestro flujo meridional axilsimétrico objeto de estudio. Con ella, obtenemos las
distribuciones radiales de la velocidad y de las propiedades del fluido en el espacio
entre coronas.

De la misma forma podemos obtener la ecuacion del equilibrio radial para
flujo incompresible. Teniendo en cuenta la siguiente relacion entre la temperatura, la
entropia y la entalpia:

Tds=dnh- Ldp=dn, - ~dp, (4.12)
r r

y dividiendo por (dr), podemos expresar la ecuacion (4.11) como:
EM:C_qﬂ(qu)_'_C 1-[CX 1-[(::r

—X-c, (4.13)
r o r 9r qr X

que es laecuaciéon del equilibrio radial para flujo incompresible.

4.2.- EQUILIBRIO RADIAL SIMPLIFICADO

Como acabamos de ver en el apartado anterior, las lineas de corriente sufren
unavariacion radial a su paso por |os alabes como consecuencia del gradiente radial
de la presiéon de remanso en el caso incompresible y de la entropiay entalpia de
remanso en € caso compresible. Vemos ademés como se produce en las mismas una
variacion axia de lavelocidad radial. Ahora bien, si nos situamos en una zona
algjada de |os alabes podemos ademés hacer la hipétesis de que la componente radial
de lavelocidad y € gradiente de la misma en la direccién axial son despreciables.
Bajo esta hipbtesis se desarrolla € “equilibrio radia simplificado”.

49



Capitulo |V Flujo meridional en turbomaquinas axiales

Con esta Ultima hipotesis, la ecuacion (4.11) para flujo compresible queda
reducida a

d (rcq )
p” (4.19)

%_ T%:G)< dCX +C_q
dr dr dr r

que esla ecuacion del equilibrio radial simplificado para flujo compresible.

Deigual forma, para flujo incompresible, eliminando de la ecuacion (4.13) €
termino de la velocidad radial (- ¢ fic, /1x), llegamos a

1dp, _ c. dc, +id(rcq) (4.15)
r dr dr rodr

que es laecuacion del equilibrio radial simplificado para flujo incompresible.

Estas dos ecuaciones, (4.14) y (4.15), nos definen por tanto e perfil radial de
lavelocidad axia en la zona entre coronas en funcion de los gradientes de la
velocidad tangencia y de las propiedades del fluido.

Para resolver las ecuaciones del equilibrio radial ssimplificado se necesita una
condicion de contorno denominada “ley torsional”. Normal mente esta condicion
puede venir dada de dos formas diferentes, con lo cual nosencontraremos con dos
tipos de problemas como son:

D Problema inverso o de disefio: se conoce la distribucion de la
presion de remanso y de la velocidad tangencia con € radio como parte de las
especificaciones de disefio (en e caso compresible se conocerian las distribuciones
delaentalpiay de la entropia). Al resolver la ecuacion del equilibrio radia
obtendremos una estimacion de la velocidad axia y por lo tanto de los triangulos de
velocidades.

2 Problema directo o de andlisis. en este caso nos encontramos con
una turbomaquina existente de geometria de alabes conocida 'y queremos predecir
cual serael comportamiento dinamico del fluido. Se supone por tanto conocida la
distribucion radial del angulo del flujo.
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Hay que hacer notar que con la solucién del equilibrio radial y del equilibrio
radial simplificado se esta ‘asumiendo’ que las variaciones que sufren las lineas de
corriente se producen de forma brusca 'y exclusivamente en el paso del fluido a través
de los alabes permaneciendo después constante. Es decir, todo el cambio se produce
en un plano, normalmente la cara posterior del alabe. Esto no sucede asi en la
realidad, efecto que se corregira parcialmente mas tarde a aplicar lateoria del disco
actuador.

4.2.1- METODOS DE RESOLUCION

Vamos aresolver ahoralos dos tipos de problemas que nos podemos
encontrar al resolver mediante la teoria del equilibrio radial simplificado. Se redizara
el andlisis para flujo incompresible, siendo € mismo muy similar para el caso de
flujo compresible.

4.2.1.1- PROBLEMA INVERSO O DE DISENO

En este caso, y como se comentd anteriormente, se supone conocida la
distribucién de la velocidad tangencial de salida con € radio (es decir laley torsional
que sigue €l fluido). Tendremos por tanto una relacion del tipo:

c, =f(r) (4.16)

Se resolvera para el caso genera de un rotor, siendo € estator un caso
particular del mismo. Asimismo se supondra una velocidad de entrada general
(pudiendo por tanto entrar con componente tangencial).

Laecuacion de Euler para €l caso de un ventilador puede escribirse como:
1
T(poz - p01) = rV\'(qu - qu) (4-17)

lacual, s tomamos constante la presion de remanso ala entrada, podemos derivar
para obtener:
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l dpoz :Wd(I’Cq2 B qul)
rodr dr

(4.18)

Ahorabien, introduciendo esta ecuacién en la ecuacién del equilibrio radial
simplificado para flujo incompresible (4.15), se obtiene

dc,, _,,d(rc, - reg;) ¢, d
Cp— T W= s (rc;») (4.19)
Reordenando esta ecuacion:
dc, 1,.d(c,) ..dlc,) c,d
—2 = = w2t el ez 4.20
dr sz{ dr dr rodr (re.) } (4.20)

cuya resolucion nos daré la distribucion radial de la velocidad axial.

Al conocer la distribucion radial de la velocidad tangencial, podemos resol ver
esta ecuacion de forma analitica de la siguiente forma. Primero, a partir de la
ecuacion (4.20) podemos definir las funciones:

f,(r)= W% (4.21a)
£ () =- Wi ) (:r:‘”) (4.21b)
f,(r)=- %% (4.21¢)

Como solucion de la ecuacion (4.19) se puede adoptar una solucién genérica
de la forma:

c,=L(r.c,)+K, (4.22)

X

donde
fj

L(rj ,cxz): (‘)i{fl(rj) fz(rj)+ f3(rj )}dr

rh ~x2

» Dré i{fl(rj)+ £,(r )+ a0, ) (4.23)

i=1 sz

con Dr =(r, - r,)/my m las particiones del intervalo.

52



Capitulo |V Flujo meridional en turbomaquinas axiales

La constante de integracion se puede obtener a partir de la ecuacion de
continuidad:

(—r)O"'— rco M
h

»C, - 20x arL(l,xz) (4.24)
r?-r2)ia

Ahora bien, sera necesario un proceso iterativo para resolver estas
expresiones. En e siguiente diagrama de flujo se muestra el proceso iterativo
requerido para la resolucion.
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Evaluacionde f,(r), f,(r)y f.(r)

Primera estimacion de L(r,c,,)
asumiendo que c,, =C,

Primera estimacion de K,

Céculode c,,

Serecalcula L(r,c,,)

Serecalcula K,

¢Converge?
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Para el caso de unaturbina el método de resolucion seria exactamente igual,
con la Unica salvedad que ahora la ecuacion (4.17) adopta la forma

1
T(poz - p01):rV\’(Cq2 +qu)

con lo cual la ecuacion (4.21b) se modificaria para quedar de la forma:

fz(r):w%

4.2.1.2- PROBLEMA DIRECTO O DE ANALISIS

En este tipo de problemas |la geometria de los alabes y por tanto la deflexion
que sufre € fluido estan especificadas y de nuevo queremos hallar € perfil de la
velocidad axia resultante.

No se conoce por tanto laley torsiona ¢, = f(r) , aunque se conocerala
distribucion radia de los angulos ala salida.

Al igua que en €l apartado anterior se mostrara el método de resolucién para
un rotor de un ventilador, considerando €l flujo incompresible.

El método de resolucion es € mismo, con la salvedad que ahora la velocidad
tangencial de salida es desconociday en cambio se conoce la distribucion radial de
los angulos. Por lo tanto, la ecuacion (4.19) hay que ponerla ahora en funcion de b,
enlugar de c,, .

Teniendo en cuenta las siguientes relaciones de |os triangul os de vel ocidades:
Cy2 =TW- w,

W,, =C,, tanb, (4.25)

la ecuacion (4.19) queda ahora de la siguiente forma:

(1+tan2 bz)dcX2 +€eanb2 i(r tanb,)%,, =2Wtanb, - W d(rc,)
d e r dr a c,, dar

(4.26)

cuya resolucion nos darialadistribucion c,, = f(r) buscada
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Ahora, las funciones f;, f,y f, adoptan la siguiente forma:

adanb, d 0 1
f = 2_(rtanb,)—F
(1) & r dr (rtan 2);z;1+tan2b2

2Wtan b
)= e,

f (r): W d(qul)
V7 1+tan?b, dr

Adoptando de nuevo una solucion de la forma:
Cx2 = L(r’sz) + Kl

donde ahora:

»C, - rL,,x
e

(4.272)

(4.27h)

(4.27¢)

Nuevamente la complejidad de las ecuaciones hace necesario un proceso
iterativo para la resolucion de las mismas. El diagrama de flujo del proceso iterativo
seriasimilar a visto con anterioridad, usando las nuevas funciones obtenidas.
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4.3.- TEORIA DEL DISCO ACTUADOR

Lateoriadel disco actuador como hemos comentado anteriormente se trata de
un modelo matematico constituido por un plano discontinuo (llamado disco
actuador) en e cua supondremos que se produce la deflexion del flujo, y que esta
perturbacion tiene lugar ademés de forma instantanea.

L as perturbaciones meridionales, las cuales producen la desviacion de las
lineas de corriente son causadas por €l desprendimiento vortices en la parte posterior
de los dabes. En realidad, este desprendimiento tiene lugar desde la parte anterior
hasta la posterior debido ala variacién de los dabes con €l radio. Por simplicidad, sin
embargo, se asumira gue tienen lugar en un plano, € cual sera el “disco actuador”.

A diferenciadel equilibrio radial donde las variaciones de las lineas de
corriente se producian bruscamente y en un plano (en la cara posterior de los dabes),
permaneciendo después constante, la teoria del disco actuador asume que las
perturbaciones afectan de forma gradual. Esto conlleva que las variaciones de las
lineas de corriente se producen de una forma mas ‘escalonada’ variando
progresivamente desde la parte anterior de los alabes ala posterior. ES decir, se
puede considerar como s a efecto brusco del equilibrio radia se le afadiese una
perturbacion adicional que suavizara el salto creado en las lineas de corriente.

Se desarrollara inicialmente el analisis para flujo incompresible,
desarrollandolo posteriormente para flujo compresible.

4.3.1.- TEORIA DEL DISCO ACTUADOR FLUJO INCOMPRESIBLE

Para nuestro flujo meridional axilsimétrico, desarrollaremos en primer lugar
las ecuaciones generales de movimiento, para posteriormente deducir las ecuaciones
que modelan el sistema asi un desarrollo simplificado de la misma para su
aplicacion.
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4.3.1.1.- ECUACIONES GENERALES DE MOVIMIENTO

En orden a obtener las ecuaciones que gobiernan e flujo meridional de una
turbomaquina debemos primero determinar las ecuaciones de movimiento del flujo
axilsimétrico. Estas comprenden:

a) la ecuacion de continuidad, la cual involucrael principio fisico dela
conservacion de la masa

b) las ecuaciones de cantidad de movimiento, las cuales involucran la
segunda ley de Newton aplicada a un fluido

Vamos a hacer un pequefio andlisis de las mismeas.

- Ecuacién de continuidad

Aplicando € principio de conservacion de la masa a un volumen de control
dV =dx*dr * rdq , € flujo mésico neto que deja el volumen de control debe ser
nulo. Para flujo axilsimétrico, todas las derivadas en ladireccion g deben ser cero.
El flujo mésico através de las caras, agrupadas por paregjas opuestas, se puede

obtener como:
ge}cx +de- rcxgrdqdr
e fix )
(4.28)
gre, + e g r + dr)dgdx - r c, rdgdx =0
e r o

Despreciando los términos de segundo orden, la ecuacion se reduce ala
ecuacion de continuidad para flujo compresible axilsimétrico:

Irc, +‘Hrc, N rc

roaer ~-=0 (4.29)
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Para flujo incompresible, la densidad es constante, resultando de la forma:

LIS (4.30)
™x qr r

Alternativamente la ecuacion de continuidad podria expresarse en forma
vectorial:

divr§=0 flujo compresible

divg=0 flujo incompresible (4.31)

- Ecuacion de cantidad de movimiento

Si aplicamos la segunda ley de Newton a un elemento de volumen de contral,
para una direccion especificada, tenemos que las fuerzas en un volumen de control
son iguales a cambio de momento del fluido sufrido a atravesar e mismo.

De este modo, parala direccion x tenemos:

D Fuerzas aplicadas en la direccion x. Estas vienen dadas por:

=F, rdxdr (rdq) + pdr (rdq) - 8ep + ﬂ—dxgdr (rdq)
e X g
L 1p9

T (4.32)

= rdxdr (rdq )g:x -

Donde F, esta definida como la distribucion de fuerzas por unidad de masa
del fluido en € punto (x, r, q). Ladistribucion de fuerzas puede ser generada
externamente mediante la aplicacion de campos potenciales a través de campos
el ectroestati cos, electromagnéticos o gravitatorios. En turboméaquinas, las fuerzas de
tales fuentes son raramente significativas y las fuerzas reales tales como la de
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sustentacion y la de arrastre son aplicadas en la superficie del dlabey no através del
fluido.

2 Flujo de momento en ladireccién x através de ad y bc (caras
paraelas al plano del disco). El flujo de momento através de las caras del el emento
ad y bc, las cuales son normales a la direccién x, estan dadas por:

xe re, e Tc,

dxg- rc.c -(:)dr(rdq)

dM,, =gCrc, + dx=cc, + Cx =
g fix E‘% X g @
= gecx e, C, fie, Sxdr(rdq ) (4.33)
e T X @

donde se han despreciado |os términos de segundo orden.

3 Flujo de momento en la direccion x atravésde ab y cd (caras
normales al plano del disco). El fluido fluye através de las caras ab y cd que son
paralelas aladireccion x. Esto es debido a la componente radia de lavelocidad c, .
El flujo de momento puede expresarse através de:

frc. dr?(i:%x N fc,

dr ® dr

dM, =cfc, + dr Jr + dr)dgdx - r c,c, rdgdx
é 2

:8%, fle, +&‘ﬂr i +ﬁ% rdgdxdr (4.34)
g I r 9 r g

donde de nuevo se han despreciado los términos de segundo orden.

Combinando las ecuaciones desde la (4.32) hasta la (4.34) la ecuacion del
momento queda
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donde e término entre paréntesis es nulo por la ecuacion de continuidad(4.29).

Aplicando €l mismo proceso en las direccionesry g Se pueden obtener las
ecuaciones de momento para flujo axilsimétrico:

1W_. Yo, . T

rex “q9x O 9qr

'l (4.35)

Que junto con la ecuacion de continuidad (4.29) o (4.30) forman las
ecuaciones de movimiento para flujos axilsimétricos con efecto despreciable de las
fricciones.

Llegados a este punto, resulta interesante intentar expresar las ecuaciones de
momento en funcidn de la presion de remanso. Para ello, introducimos la siguiente
definicion de la presion de remanso:

2 2 2
P _P + X+ T+ S
r r 2 2 2

Derivando parcialmente respecto ax y r, paraflujo incompresible se tienen
las siguientes expresiones

im:iﬂpo_c ﬂCx -C ﬂCr -C T[Cq

rix r & “fx ' T™x I

1% _1fp _fe T T

rqr r fr  9qr T

Asi que las ecuaciones (4.35) se transforman en :

10, _ aflc, fe o T

rfix &7 g °

X
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F - iﬂ&:-cxéﬂcx - &9 ‘ﬂﬁ (4.36)
r qr efr ™Xg r 1r
£ o—c Jo & fire,

Asimismo, se puede expresar las ecuaciones de momento en funcion de la
vorticidad. Esta nos relaciona las variaciones de la velocidad en las tres direcciones.
Expresandola en coordenadas cilindricas, |as tres componentes de la vorticidad,
vienen dadas por:

_1ficgr 1
“rfr r99
19c, Tc
w=——x_._9 4.3
Y (4.37)
(I
oax T

Para flujos axilsimétricos, las variaciones respecto ala componente g son
nulas, por lo que las ecuaciones anteriores quedan reducidas &

w :E‘ﬂcqr

“r T

W, =-% (4.39)
e T

Y T T

Y las ecuaciones de momento (4.36) se simplifican a:

iﬂp" - Fo=cw, - c,w,

r qx

1%, F. =c,w, - c,W, (4.39)
r qr

- Fq =CW, - C,W,
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En notacion vectorial se pueden escribir como:

rlgradpO -F=§4" W (4.40)

Observando |las ecuaciones de cantidad de movimiento vemos como la
existencia de gradientes de presion de remanso o0 de una distribucion de fuerzas son
asociadas con la distribucion de lavorticidad W y con un vector cuya direccion es
normal alavelocidad local §. En flujo axilsimétrico, €l gradiente de presiones
permanece en el plano meridional (x,r) . Por tanto, lavorticidad tangencia w, , la
cual es normal alavelocidad meridional c, jugarael papel mas importante en el
control del flujo meridional.

L os dabes de las turbomaquinas son disefiados para controlar y manipular la
velocidad tangencid c, y paraproducir cambios en lapresion deremanso y en la
entalpia de remanso con € fin de producir un trabajo en € ge. Por tanto, los dabes
son esencialmente los generadores de vorticidad.

Antes de continuar con nuestro andlisis, vamos a fijarnos en la ecuacion del
momento radial y a observar su coincidencia con los resultados obtenidos mediante
el equilibrio radial simplificado.

La ecuacién de momento radial (4.36b), en ausencia de fuerzas de masa,
puede rescribirse

1%,

fc, +c_q‘ﬂrcq . fc,
roqr o or 9 * X

Por otro lado, la ecuacion de equilibrio radial smplificado (4.15) venia dada
por
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Vemos gue las ecuaciones son idénticas exceptuando €l ultimo termino,
cx(ﬂcr /ﬂx). Hay que recordar, que en € andlisis del equilibrio radial, la velocidad
radial ¢, se asumianula

E
___a\\\lﬁi
ﬁc Jax
—_— Lf”““\\ﬁ_

(Figura 4.1 Variacién axial decr y der/dx)

Lafigura4.1, muestrael comportamiento de c, y ic, / fx en las cercanias de
una corona de alabes aislados. Los cambios radiales de |as lineas de corriente
necesarios para acomodar |os perfiles de lavelocidad axial ¢, alosdel equilibrio
radia c,, , implican un decaimiento de ¢, simétricamente sobre x=0. Tomando la
diferencia de estacurva, (fig. 4.1), vemos que lc, / Ix tiende acero cuando x® ¥,
como se esperaba para € equilibrio radial cuando hallamos la solucién en zonas muy
aegadas.

Es deinterés notar que 9c, / ix seanulardtambiénen x =0, por emplo en
el plano equivalente de un disco actuador. Por €llo, en este plano, la ecuacion de
movimiento se reduce ala ecuacién del equilibrio radial smplificado aun cuando la
componente radial de lavelocidad ¢, no seanula

Hay que resdltar, sin embargo, que en las regiones justamente aguas arriba 'y
abajo de la corona de dabes, es donde se producen las perturbaciones maximas en €
plano meridional. Lateoria del disco actuador prevé una buena estimacion de esas
perturbaciones meridionales y de las interferencias entre multiples etapas en
turboméquinas cilindricas. Aqui observamos que esto es debido alas redistribuciones
radiales del flujo mésico causado por |as velocidades radiales. Estos efectos son
causados por la vorticidad tangencial w, producida por |a corona de alabes, la cua
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es el edabdn entre las componentes axiales y radiales de la velocidad a través de su
definicion (ec. 4.37¢). Recordando:

_Je Te

oM 9

4.3.1.2.- FUNCION DE CORRIENTE DE STOKES

Una vez introducidas |as ecuaciones de movimiento vamos a desarrollar
primero lafuncién de Stokes, la cua nos va a permitir obtener |as ecuaciones que
modelan e flujo para nuestro analisis meridional. Para conseguir esto, la ecuacion de
continuidad puede expresarse de la siguiente forma

f(rre,) , lrre,) (4.41)
X Ir

Por observacion, podemos postular que una existe unafuncion y (x, r) , ta
gue, para flujo compresible

¢ =1l
rr qr

c =+ (4.42)
rr qx

Dondey es conocida como lafuncién de corriente. Para flujo incompresible
la densidad desaparece de la ecuacion de continuidad y las ecuaciones (4.42) quedan

o Zlfy

x___

rqr

_ 1y (4.43)
r qx

r
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- Propiedades delafuncion de corriente (flujo incompresible)

Es de interés mostrar |as propiedades de esta funcion de corriente y que nos
serén de gran utilidad para desarrollos posteriores.

Lafuncion de corriente tiene las caracteristicas de una funcion potencial,
cuyas derivadas en una direccion dada multiplicadas por 1/r dan las componente de
la velocidad.

Otra propiedad més significativa es que |os lugares geométricoscon y = cte
nos definen |as lineas de corriente meridionales (por ello su nombre). Para confirmar
esto, como 'y esunafuncion de x y r, derivandola obtenemos

dy :ﬂldx+ﬂldr
X I

=r(- c,dx+c dr) (4.44)

donde se ha usado la ecuacién (4.43).

Lapendiente a de unalinea de corriente en un punto determinado vendra
dada por

;o dr
tana =—=—
c, dx

- cdx+cdr=0 (4.45)

Introduciéndolo en la ecuacion (4.44), se observa que alo largo de las lineas
de corriente

dy =0 0
y =cte (4.46)

Introduciendo de nuevo la ecuacion (4.45) en la ecuacion (4.44) se obtiene €
siguiente resultado

C, Ty +C, v - (4.478)

X 1
gue en notacion vectoria seria

g.grady =0 (4.47b)
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En otras palabras, € gradientedey enladireccion delavelocidad loca §
esnulo. Esto es, y es constante alo largo de las lineas de corriente meridionales.

- Ecuacién de gobierno en funcién de la funcion de Stokes (flujo
incompresible)

Una vez introducida la funcién de Stokes, vamos a expresar |as ecuaciones
gue modelan e sistema en funcién de ésta.

Si eliminamos c, y ¢, delacomponente de lavorticidad w, (4.37c),
introduciendo las ecuaciones (4.43), entonces

_fe fe, _ W1 oifya Wi

|
T X or Wxp Wi

y finalmente tenemos la ecuacion de Stokes para flujo incompresible axilsimétrico

™ 1% Ty _
w2 r ¥ r? — Vel (4.48)

Esta es ahora nuestra principa ecuacion para flujo meridional incompresible.
La solucién de la misma nos daré la distribucién de las lineas de corriente en un
espacio anular, en el cual tendremos una distribucion especifica de la vorticidad
tangencial w; .
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- Presién deremanso y momento angular en funcién de la funcién de
Stokes

En ausencia de fuerzas de masa | as ecuaciones de momento (4.39) quedan

1P, _

— =C,W, - C,W,

r qx

%—11%’ =CyW, - CW, (4.49)

O=cw, - c,W,
Si combinamos las dos primeras para eliminar w, obtenemos

ﬂpo +C, ﬂpo = qu (Cer - CxWr)

X qr

CX

e introduciendo la tercera ecuacion tenemos final mente,

S |
x qr
g.gradp, =0 (4.50)

Comparando este resultado con la ecuacion (4.47) vemos que la presion de
remanso, al igua que lafuncién de corriente, permanece constante alo largo de las
lineas de corriente. Asi, como se esperaba, la presion de remanso se conserva alo
largo de las lineas de corriente. Ahora la tercera ecuacion de momento (4.49),
introduciendo las definiciones de vorticidad w, y w, (4.38), se puede expresar de
formasimilar

. firc, ic firc, -0
X I
g.grad(rc, )=0 (4.51)
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Vemos que e momento angular rc, también debe conservarse alo largo de
las lineas de corriente. Esas leyes de conservacion se pueden sintetizar como sigue

c,r =f.0)
P, =, ) (4.52)

donde lapresion deremansoy c,r son funcion Unicamentedey .

- Ecuacion auxiliar para w,

Podemos tomar todos esos resultados fisicos y analiticos para obtener una
ecuacion auxiliar queligue p, y c,r conlavorticidad tangencia w, . Como p, es
funcidondey yestaesfunciondexyr, laderivadatotal de p, respectoay se
puede expresar como

1dp, _11p, dx  11p, dr

rdy r fxdy r fr dy

introduciendo las ecuaciones (4.49a) y (4.49b) obtenemos

1 dp & dx o ae d 0
° = —=+ —x 453

Sin embargo, de la ecuacion (4.44) el primer paréntesis se reduce a—1/r. El
segundo paréntesis se puede simplificar también s usamos la ecuacion (4.52a) para
obtener la derivadatotal de c,r conrespectoay

dc,r _Tic,r dx _ fie,r dr
dy X dy r dy

y de las definiciones de vorticidad (4.38a) y (4.38b)
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. i dx dr U
=ri-w
i

Y

Introduciendo esos resultados en la ecuacion (4.53) y reordenando, tenemos
finalmente la ecuacion auxiliar para w,

w o= der) ¢
r

dy

dp,
454
d (4.54)

Por tanto, lavorticidad tangencial w, depende unicamente de las
distribuciones de dos magnitudes fisicas como son e momento angular y la presién
de remanso. Estas se conservan independientemente a lo largo de las lineas de
corriente para regiones anulares entre coronas de alabes. Losvaoresde c,r y p,
pueden cambiar en una corona atraves de la ecuacion de Euler. Lavorticidad w,
creada, sin embargo, dependera tnicamente del gradientede p, y c,r atravésde
las lineas de corriente.

Por lo tanto, € flujo meridiona para turbomaguinas incompresibles se
describira por la combinacién de la ecuacién de gobierno y la ecuacion auxiliar
(4.48) y (4.54)

T o1wy Ty _
™@> rfr qr?

d(c,r) , r* dp,
dy r dy

W, I =-¢,r (4.57)

Esta es la ecuacion genera que nos permitird analizar € flujo meridional
mediante la teoria del disco actuador.
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4.3.1.3.- VORTICIDAD STREAMWISE Y SMOKE-RING

Antes de intentar resolver la ecuacion, vamos a hacer hincapié en la ecuacion
de lavorticidad (4.54) y sus dos componentes.

Podemos observar como la vorticidad tangencial tiene dos componentes
independientes, una compuesta por os gradientes del momento angular y la otra por
los gradientes de la presion de remanso. Ambas tienen diferentes origenes fisicos
(fig. 4.2) y consecuentemente tienen diferentes propiedades.

LINEA CORRIENTE MERIDIONAL ¢']

g \

VORTICIDAD

STREAMWISE 6A & ‘
M

J I
s M\ e
\l\\\\
O\\

( Figura 4.2 Tipos de vorticidad )

Vamos a ver de forma detallada ambos tipos de vorticidad.
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a) VORTICIDAD STREAMWISE O “ DIRECCION PRINCIPAL”

Para flujos con presién de remanso constante la ecuacion de movimiento se
reduce a

X = =_49 =_ (458)

En este caso € vector vorticidad local W se orienta paralelamente al vector
velocidad local €, una condicion que puede definirse como vorticidad “ streamwise”
0 “direccion principal”. Una hoja de vortices serd emitido desde la cara posterior de
un aabe de una turbomaquina cuya geometria de disefio haga que ala sdlidade la
corona no se genere un flujo de torbellino libre, la cua formaré una espiral corriente
abajo siguiendo un flujo modificado por la corona de aabes. Para esta situacion la
vorticidad tangencial (ec. 4.54) sereduce a

(4.59)

donde w;, eslacomponente tangencial del torbellino creado g, € cua se asume
pasara circunferencialmente a través del extremo del dabe como una distribucion de
lavorticidad W.

Teniendo en cuentaque c,r = f,{y ) (ec. 4.52a), la ecuacion de la vorticidad
“direccion principa” queda

W= Sb) te g (4.60)

Donde Fl& ) esunafuncion dey . Esta ecuacion muestra que la componente
tangencial de lavorticidad “direccion principa” en turbomaquinas obedece alaley
W, I = Fl(y ) y es por tanto constante alo largo de unalineade corriente dada. Si e
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radio de lalinea de corriente cambia, como en flujos que siguen unaley general del
tipo ¢, =ar £b/r, w, también cambiarainversamente con €l radio.

b) VORTICIDAD SMOKE-RING O “ANULAR”
S ¢, =00 c,r =cte, lavorticidad “direccion principal” esnulay el primer

término de la ecuacion (4.54) desaparece, reduciéndose la vorticidad tangencial a

dp,
dy

q

L (4.61)
r

Recordando la ley de conservacion de la presion de remanso (ec. 4.52b) y
llamando a p, = f,(y ), laecuacion queda

W =- L—de(y):_er ) (4.62)

donde F,(y ) esfuncién dey . En este caso la vorticidad tangencial obedece auna
ley completamente diferente, de tal formaque w, /1 = - F(y ) y por tanto es
congtante a lo largo de una linea de corriente dada. De la definicion de las
componentes de la vorticidad (ec. 4.38), esclaro que w, y w, seran nulas paralos
flujos que se encuentren bajo estas consideraciones. Como w, eslaunica
componente de la vorticidad presente en €l fluido, ésta adopta laformade la
vorticidad “anular” ,concéntricacon € ge x.

Una vez examinados los dos tipos de vorticidad, hay que notar que en genera
estaran presentes ambos gradientes ( ¢,r y p,) Yy por tanto, € movimiento asociado
alos torbellinos comprendera ambos tipos de vorticidad. Las ecuaciones de gobierno
para una turbomagquina genérica quedan reducidas entonces a
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™ 1ty 1% _ )
o gz Rl )Ry (4.65)

donde

dc,r
Rl )=cr d;

1d
A’ )=r—d—;’° (4.66)

Por tanto, la solucion para flujo incompresible, via ecuacion (4.65), es posible
una vez determinadas completamente |as funciones F,{y ) y F,(y ). Esteesel caso
ene cud c,r y p, sonespecificadasenfunciondey .

4.3.1.5.- SOLUCION ANALITICA DE LA TEORIA DEL DISCO ACTUADOR
Una vez acanzadas |as ecuaciones de gobierno, (4.65) y (4.66), vamos a
intentar su resolucion para alcanzar la solucién del disco actuador.

Para ello consideraremos un flujo que atraviesa una corona de dabesy en la
cua serealizaran las siguientes hipétess:

1) la corona de alabes esta representada por un plano (disco actuador) en
el cua lavorticidad w, es creada discontinuamente

2) lavorticidad w, se asume que converge corriente abajo del disco
actuador alo largo de las lineas de corriente sin perturbar.

Los términos del lado derecho de la ecuacion (4.65) no lineales presentan
algunas dificultades para su resolucion Sin embargo, la segunda hipétesis permite
linealizar dichos términos desde que w, se puede aproximar de la siguiente forma.
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De la ecuacion (4.65):

rw, =F{y )+ r?F.l )
» Fl(r) +1°F, (r) (4.68)
» F(I’)

Para una simple corona de dabes |a ecuacion de gobierno se simplificaa

Ty 1% 1%y _
o T + G F(r) para x>0

=0 para x<0 (4.69)

Al haber linealizado la ecuacion, podemos considerar su solucién como la
superposicion de las distintas componentes

y =y (r)+y + (r)+y "(x.r) (4.70)

donde el primer término representa la corriente uniforme alaentrada C, dela
coronaen X=-¥, el segundo término representa el flujo del equilibrio radia ala
sdida x=¥ vy el tercero es unafuncién suave la cual convierte progresivamente €l
flujo entre esos dos extremos. La ecuacion (4.69) puede ser reemplazada ahora por
las tres ecuaciones independientes siguientes:

_1lfy + ﬂzyz =0 Corriente uniforme 4.71)
r o 9r

RV TR Perturbacion eq. radial (4.72)
rqr qr

Ty iy Ty =0 Perturbacion irrotacional (4.73)

w? r qr qr 2
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Teniendo en cuenta la definicién de funcion de corriente (ec. 4.43a) la
primera ecuacion puede ser integrada para obtener

c, =1V _ge (4.74)

r qr

La segunda ecuacion (4.72) podriaintegrarse una vez obtenidala
perturbacion de la velocidad del equilibrio radial directamente de lavorticidad w,

Co SES A O, ar +K (4.75)

Donde la constante K estal que la perturbacion de lavelocidad ¢, no
contribuya al flujo masico através del tubo de corriente, es decir

Nt
(J C. 2prdr =0 6
Th

K =—2 &y v drelr (4.76)

2 2
AR

t I

Las soluciones de las ecuaciones (4.71) y (4.72) han sido obtenidas
explicitamente en términos de la velocidad axial principal C, y lavorticidad
tangencial respectivamente. La solucién de la ecuacion (4.73) podria obtenerse por
Separacion de variables, como una serie infinita de la siguiente forma:

y =8 A () +voYalkor e (4.77)

n=1

Donde J, (k,r) y Y,(k,r) son las funciones de Bessel del primer y segundo
tipo deprimer ordeny A, y n, son constantes arbitrarias. Los coeficientes k, son
determinados especificando que la perturbacion radial delavelocidad c, ' esnula De
la ecuacion (4.43b)
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= 0o (o) e =

Aplicando esto en € radio de raiz y de cabeza para el término n resulta

Jl(kn r.h) + VnYl(knrh) = 0
Jl(kn rt) + VnYl(knrt) = 0

Y eliminado v, tenemos

Jl(kn r.h )Yl(kn rt) - ‘Jl(kn rt )Yl(knrh): 0 (478)

Lavelocidad axial c, puede expresarse como

¥
ca=C,+& A %{al(knr) Y, (k,r Jle™ para X £0
n=lL
(4.81)
¥
Cx2 = C:x +Cx¥ - é Ah %{Jl(knr)-i-nnYl(knr)}e_ o para X3 O
n=1

En x=0, las soluciones de las vel ocidades axia es corriente arriba y corriente
abajo coinciden, ¢, =c,,, con lo cua se obtiene

¥
& A o {3kr) +n X, () = S ca 482)

n=1

donde c,, ' es unafuncion conocidadel radio y los coeficientes A, y n,, seobtienen
de un andlisis de Fourier-Besse!.

Por tanto, las ecuaciones (4.81) y (4.82), nos definen completamente las
soluciones buscadas mediante el disco actuador. Estas nos definen los perfiles de la
velocidad axial a ambos lados del mismo.

77



Capitulo |V Flujo meridional en turbomaquinas axiales

4.3.1.5.- METODOS DE RESOLUCION

Para eludir la complejidad de Fourier-Bessdl ala hora de la resolucion vamos
arealizar una pequefia aproximacion. Resulta un andlisis mas simple s asumimos
que e primer termino de las series de Bessdl en las ecuaciones (4.82) es el que
predomina. Despreciando todos los términos excepto n=1 la ecuacion (4.82) puede
aproximarse por

. . 1
Al{‘]l (klr) +v,Y; (klr )} »Cyy = E Cu

y por tanto la solucién para c, , ecuaciones (4.81), sereduce &

c, =C, +%c;¥ el para x<0
C,=C, +Cyy - 1o para x>0 (4.83)
e 2 @

donde el coeficiente k; es unafuncion dek y delos radios de raiz y de cabeza a
k

(rt B rh) .

travésde k, =

Como sevio en € desarrollo previo de lateoria del disco actuador, cuando se
obtuvieron los dos tipos de soluciones, podemos expresar la velocidad como una
velocidad uniforme ala cua habria que agregarle las perturbaciones sufridas como
consecuencia de su paso através del disco.

Por tanto, alcanzada la ecuacion (4.83), podemos expresar la velocidad axial
como:

CX :CX +C‘*X

donde c, esla perturbacion de la velocidad axial media C, . Las perturbaciones
introducidas, podemos expresarlas en la forma:

c ® kx 0
X = O.5expg ==F(x) para X < X,p
Cx¥ rt - r.h %]
(4.84)
- 0
=1- 0.5exp X =F(X) para X>X,p
h-Thg
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donde c,, eslasolucion del equilibrio radial (lacual se obtienecon X® ¥ )ykes
una constante que depende de la relacion de los radios de raiz y de cabeza.

Como vimos en la obtencién de las soluciones en el apartado anterior, las
modificaciones del flujo vienen influenciadas por dos términos. Uno correspondiente
al “propio” discoy otro a existente en €l infinito. Este segunda perturbacién viene
ahora relacionada con la solucién de equilibrio radial, la cua representaba la
solucion de dicho flujo en zonas agadas.

0.11

=2 =15 -1 =05 0 05 1 .15 2

(Figura 4.3 Funcién F(x) )

Hay que hacer notar, como un hecho resaltable, que la correccion ¢, es
exactamente la mitad del valor del equilibrio radial c,, justo en €l plano del disco
actuador ( X, = 0). En cualquier otra posicion la velocidad axia puede expresarse

en términos de la velocidad axia del equilibrio radial através de:

Cxte = Cx + (Cx¥ - CX)F(X - XAD) (485)

Con lo cua hemos obtenido la ecuacion que nos define € perfil de
velocidades axiales a supaso por €l disco.
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Llegados a este punto hay que decir, que adiferenciadel equilibrio radial,
aqui lavelocidad axial si se ve influenciada por la presencia de otros el ementos. Por
este motivo, a la hora de |a resolucion tendremos que diferenciar entre un
escalonamiento aislado y multiple.

a) ESCALONAMIENTO SIMPLE

Parala resolucién de un escalonamiento aislado mediante la teoria del disco
actuador se hacen las siguientes consideraciones:

1) el disco actuador esta localizado en la mitad de la cuerda, posicion X,y

2) da igua quevimosen e estudio del equilibrio radia suponemos conocida
laley torsional, es decir la distribucion radial de la velocidad tangencia c,,(r)

Lo primero que tenemos que calcular eslavelocidad en €l infinito (equilibrio
radial simplificado) para después “corregir” esta solucion aplicando lateoria del
disco actuador.

Por tanto, a partir de la ecuacion del equilibrio radial simplificado deducida
anteriormente, esta se modifica para quedar de laforma

dc, .. d(rc,-rc,) ¢, d
= =W—— L. A5 — 4.86
“ o dr rodr (re;2) (4.80)

La ecuacion anterior se ssimplifica, resultando
dc
d)r(¥ =p(r,cy) (4.87)
donde

1 ,..d(rc,-rc,) c,d
: = w——9z___ai/ . 4z _— 4.88
Pl )= (WL 2 L) ) (489)
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Para laresolucién de las ecuaciones, al igua que en e caso del equilibrio
radial, seré necesario un proceso iterativo. Para ello, podemos tomar

cy =L'(r,cy )+ K, (4.89)

con

rt

L (rj 1Cry )= (‘p(r,cx¥ )dr

rh

» Dré P, (4.90)

i=1

Un posible diagrama de flujo seria €l siguiente:
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Flujo meridional en turbomaquinas axiales

Evaluacion de F(x)

Vaoresiniciales,
asumiendo c,, =C,

Evaluacion

de p(r ! Cx¥ )

Primera estimacion de L(r,c,, )

Primera estimacion de K,

Céculode c,

Serecalcula L(r,c,, )

Serecalcula K,

¢Converge?

Céculode c.x Y Cy ¢
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b) ESCALONAMIENTO MULTIPLE

En e caso de un escalonamiento multiple, hay que tener en cuentala
interferencia que produce cada etapa tanto a la anterior como a la posterior. Esto no
eratenido en cuentaen €l equilibrio radial donde se asumia que después del cambio
(cara posterior de los aabes) las lineas de corriente permanecian constante, con lo
cual no existia interrelacion entre las distintas etapas siendo cada una de ellas
independientes.

En e caso del disco actuador tendremos un ‘campo’ de vortices emanando de
cada disco. El efecto de cada uno dura hasta que se alcanza otro disco, donde se
reemplazaria por €l nuevo campo de vortices generados en ese otro disco.

Si nos centramos, para simplificar, en el campo de torbellinos comprendido
entre dos discos cualesquiera (p.e. € primero y € segundo), este puede ser tratado
como la superposicion de los campos creados por ambos discos de manera aislada
como si se extendiesen hasta e infinito. El campo creado por e segundo disco
tendria un efecto contrario al creado por € primero.

Por tanto, ala hora de resolver este caso, |0 primero que tenemos gque conocer
es lasolucion del equilibrio radia que generaria el campo de torbellinos creado por
el primer disco

Cx¥1 = Cx + Cx¥l

Lavelocidad axial en cualquier otra localizacion x, se hallaria a partir de la
ecuacion del disco actuador (4.85), aplicada tanto a primero como al segundo disco

C;< = C;<¥1F (X - XADl) - C;<¥1F(X - XADZ) (4-91)

:C;<¥1[ F(X- Xap1) = F(X- Xpp5) ]

Aplicando e mismo procedimiento para n etapas tendriamos:
c,=C, +c, (4.92)

d . .
=a Cx¥1[F (X- Xapi) - F(x- XADi+l)]+ Cyxn F (X = Xapn)
1
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donde @ ultimo término, representa el efecto del Ultimo disco que se asume que se
extiende hasta € infinito.

El diagrama de flujo seria similar al visto con anterioridad.



