Capitulo 1

Fundamentos tedricos de la
turbulencia homogénea.

En el presente capitulo se desarrolla la formulacién estadistica utilizada en el
estudio de la turbulencia y se definen y explican las magnitudes utilizadas en el
presente trabajo para caracterizarla.

1.1. Formulacién estadistica de las ecuaciones de
Navier-Stokes. Las ecuaciones de Reynolds.

El procedimiento utilizado por Osborne Reynolds(1895) para realizar el estudio
estadistico de la turbulencia se basa en descomponer la velocidad instantanea del
fluido U; de la siguiente forma

Us(x,t) = Ui(x,t) + u(x, ), (1.1)

siendo U; la velocidad media y u; la fluctuacién. Andlogamente se puede aplicar la
descomposicion a la presion.

Pi(x,t) = Pi(x,t) + pi(x, ). (1.2)

De las definiciones anteriores se puede deducir que la media de las fluctuaciones es
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nula

(ui(x, 1)) =0 (pi(x,1)) = 0. (1.3)

Por tanto el valor promediado que se utiliza para describir las fluctuaciones es la
desviacion tipica de las mismas u,;’, es decir la raiz del promedio de las fluctuaciones
al cuadrado (rms), que nos da una medida de la intensidad de las mismas

wi' (x,t) = \/(u?). (1.4)

Hasta ahora se ha considerado la dependencia con el tiempo, de las magnitudes
que estamos manejando. Sin embargo y dado que en este estudio los procesos se pue-
den considerar estadisticamente estacionarios, no se volvera a poner de manifiesto
dicha dependencia.

Las ecuaciones de Navier-Stokes, que representan la conservacion de la masa
y la conservacién de la cantidad de movimiento son, para un fluido incompresible

ov;(x)
= (1.5)
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En la ecuacion de cantidad de movimiento, el término s; ; representa el tensor de
velocidades de deformacion, dado por

oU; U,

- . 1.
Slv] py(ax] axz ) ( 7)
Sustituyendo esta ecuacién en la (2.6)se llega a
i i 1oP
ou ov; _ _19 + vV2U,. (1.8)
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Para obtener las ecuaciones de Reynolds basta con sustituir (2.1) y (2.2) en las
ecuaciones de Navier-Stokes y promediar las ecuaciones obtenidas, resultando

U, (x)
3:1:j

—0, (1.9)
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que son las llamadas ecuaciones de Reynolds. Como se puede observar, en estas
ecuaciones aparece un témino nuevo (u;u;) conocido como el tensor de esfuerzos
de Reynolds, que incluye nuevas incégnitas, y por tanto, hay que encontrar nuevas
ecuaciones para poder resolver el problema. Este constituye el conocido problema
de cierre de la turbulencia del que se hablé en el capitulo anterior.

1.2. La hipétesis de Taylor.

La hipétesis de Taylor permite intercambiar las variables espaciales por las tem-
porales a través de una transformacién bastante sencilla. Para poder hacer esto
Taylor argumenté en su hipdtesis de turbulencia congelada, que los cambios que
sufre la componente de las fluctuaciones en la direccién del flujo (u;) medida en un
punto fijo del mismo, pueden considerarse como los debidos al paso de una estruc-
tura congelada del movimiento turbulento a través de dicho punto, siempre que se
cumpla que la velocidad media que arrastra a dicha estructura es mucho mayor que
las fluctuaciones de velocidad (U; >> u}). Segun esto el campo de fluctuaciones en
cada instante admite la transformacion

u(z,t) = u(x — Upt,0). (1.11)

De esta forma se pueden relacionar las derivadas temporales con las espaciales

B N,
R 1.12
ot Ulaxl (1.12)

A continuacién vemos que la hipdteis de Taylor es una aproximaciéon valida si
u” < U; (Hinze 1975). Asi si consideramos un flujo de turbulencia estacionaria y
homogénea, la ecuacion de cantidad de movimiento sera:
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(1.14)

Cuando U; > o' los términos del segundo miembro son despreciables respecto de
los del primero, ya que las fluctuaciones de presién son del orden de pu? debido a
que la velocidad media no introduce apenas variaciones de presién, por ser bastante
uniforme. Normalmente se considera valida la hipdtesis de taylor para valores de u’
inferiores al 10 % del valor de U.

1.3. El espectro de energia cinética turbulenta.

El espectro de energia es una herramienta importante a la hora de caracterizar
la turbulencia. Ya que de su conocimiento se desprenden magnitudes que nos per-
miten realizar una descripcién de la misma. Para definir este concepto, es necesario
remitirse a la forma que presenta el valor de la fluctuacion de velocidad cuando lo
representamos en el tiempo(Figura 2.1). En la fluctuacién de velocidad intervienen,
como es sabido, torbellinos o vortices de distintos tamanos y por tanto asociados a
distintas frecuencias (vértices grandes se asocian a bajas frecuencias y vortices pe-
quenos a altas). De esta forma si a través de una herramienta, como la transformada
de Fourier, descomponemos la fluctuacion en las componentes correspondientes a ca-
da frecuencia, podemos obtener la contribucién de las distintas escalas de torbellinos
a la fluctuacién total u’. Partiendo de este razonamiento, podemos a su vez medir co-
mo contribuye cada escala a la energfa total turbulenta (~ «'?). La magnitud que nos
representa esto es el espectro de enérgia cinética turbulenta, que cumple la propiedad

u = (uf) = /000 Evn(f)df. (1.15)

Si obtenemos el espectro a través de un analizador de espectro via flitrado, un
dispositivo que permite separar de la senal la parte correspondiente a una banda de
frecuencia A f, centrada en una frecuencia f, podemos describir el espectro como

(a0

En(f) = Af

(1.16)

Si ademas el ancho de banda capaz de filtrar el analizador pudiera tender a cero,
tendriamos un espectro continuo dado por

Bu(f) =t DU

= Jm 57 (1.17)
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Figura 1.1: Fluctuaciones en la velocidad del fluido

Como se ha comentado, en el espectro se reparte la energia cinética turbulenta,
entre las frecuencias incluidas en todo el registro de fluctuaciones. Cada frecuen-
cia corresponde a torbellinos de tamanos y tiempos caracteristicos determinados.
Asi los torbellinos grandes provocan fluctuaciones a baja frecuencia y los pequenos
a frecuencias altas. Si al representar el espectro éste existe principalmente en las
frecuencia bajas, entonces, la turbulencia estard dominada por las escalas grandes,
mientras que si la turbulencia la dominan las escalas pequenas, entonces el espectro
estard desplazado hacia la regién de altas frecuencias. Esto se pone de manifiesto si
gracias a la hipodtesis de Taylor, obtenemos el espectro en niimero de ondas, a través
del espectro en frecuencias.

El nimero de ondas nos da una medida del tamano de los torbellinos en funcién
de la frecuencia y se define, a partir de la hipétesis de Taylor, de la forma

_

ki = =-.
1 T,

(1.18)

El espectro en nimero de ondas se relaciona con el espectro en frecuencias a través
de la siguiente relacién
U,
Eui (k) = gEn(f) (1.19)

Por supuesto la integral del espectro en nimero de ondas cumple también la
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propiedad,

W2 = () = /0°° B (k1) dky. (1.20)

Dado que en el desarrollo de este trabajo, se han utilizado sondas simples, s6lo se
ha podido obtener el espectro unidimiensional, correspondiente a las fluctuaciones
en la direccién del flujo principal. Sin embargo las condiciones de isotropia, permi-
tirian relacionarlo con el espectro tridimensional, a través de:

/ {1—f ()}dk (1.21)

y por tanto

3 d[kil dEu(k)]
E(k) = o dk__ (1.22)

1.4. Magnitudes relacionadas con el espectro de
energia.

En este apartado se veran algunas maginutes que se desprenden del espectro de
energia y que seran utilizas para describir la turbulencia.

1.4.1. Disipacién de energia cinética turbulenta, .

Cuantifica la velocidad a la que se disipa la energia cinética, debido a los agentes
viscosos, transforméndose en calor. Visto de otra manera, seria la tasa a la que se
debe inyectar energia al flujo, para mantener la turbulencia.

Ya se ha comentado con anetrioridad que la energia cinética turbulenta pasa
de los torbellinos grandes a los pequenos, repartiéndose entre éstos sin pérdidas. Es-
to ocurre asi ya que el nimero de Reynolds correspondiente a los torbellinos grandes
es elevado y por tanto los efectos viscosos son despreciables frente a los inerciales.
Sin embargo para los torbellinos pequenos el nimero de Reynolds disminuye y la
viscosidad gana importancia, disipandose la energia en calor.
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Podemos describir este fenémeno de disipacion sin mas que escribir la ecua-
cién de la energia cinética para un fluido newtoniano encerrado en un superficie S y
ocupando un volumen V(ver McComb apéndice A.)

dE

e / puifidV—/ pedV, (1.23)
dt 1% 1%

donde E7r es la energia cinética total en el volumen de control, f; son las fuerzas

externas por unidad de masa, € es la velocidad de dispacion de la energia cinética

por unidad de masa de fluido y por unidad de tiempo, que viene definida por

14 8711 8uj 2
= — . 1.24

Z'hj

Analizando los miembros de la ecuacién (2.23) se puede ver que la integral corres-
pondiente al primer término del segundo miembro de la ecuacién, representa la
generacién de energia (si es positivo) debida a las fuerzas exteriores. Por otro lado el
segundo término, como ya se adelanté, representa la destruccién de energia cinética,
ya que por la definicién dada en (2.24) € es siempre positiva. También se puede
comprobar, que el caso estacionario (d(% = 0) corresponde a la situacién u;f; = €'y
que cuando las fuerzas exteriores son nulas, la velocidad con la que decae la energia

cinética del fluido coincide con e.

Si bien en (2.24) se da una definicién de €, podemos evaluarla a partir del espectro
de energia (ver Mydlarski y Warhaft 1995) utilizando la relacién isotrépica(Batchelor
1953)

e =150 /Oo k2B (k) dky, (1.25)
0

expresion que ha sido utilizada en el presente trabajo.

1.4.2. Escala de Kolmogorov, 7.

La escala de Kolmogorov nos da una estimacion del tamano maximo de los tor-
bellinos para la cual los efectos disipativos juegan un papel primordial, ya que para
escalas mayores, el efecto viscoso es mas débil que el inercial. Visto de otra forma,
nos da el valor de la escala en la que los efectos viscosos empiezan a ser dominan-
tes. Dado que en la disipacion sélo intervienen la viscosidad v y la velocidad de
disipacion, podemos definir esta longitud o escala caracteristica mediante andlisis
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dimensional como

n= (”:) . (1.26)

En términos de nimero de ondas, se tendria que a la escala de Kolmogorov le
corresponderia el valor k,,,, relacionado con las escalas mas pequenas,

21
kmaz = —. 1.27
p (1.27)

Por otro lado podemos definir también un tiempo y una velocidad caracteristica

) am

Re, = — =1. (1.29)

Esto significa que para tamanos cercanos a 7, los efectos viscosos son comparables a
los inerciales, poniendo de manifiesto que las escalas pequenas son las responsables
de la disipacion como se comentd anteriormente.

1.4.3. Longitud integral, L.

La longitud integral nos proporciona una medida estadistica del tamano de los
torbellinos mas grandes. Esta magnitud vendra determinada por las dimensiones
geométricas de nuestro sistema generador de turbulencia. Asi en nuestros experi-
mentos la longitud integral serd del orden del tamano de los orificios que generan
los chorros, o de la distancia entre los mismos.

Un método para la obtencion de la longitud integral, es aquel que esta basado
en la correlacién que existe entre el valor de la fluctuacién de dos puntos préximos
en el espacio. De esta forma podriamos definirla como la mayor distancia entre dos
puntos para la cual los valores de la fluctuacion de velocidad de ambos, estan corre-
lacionados.
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Definimos el momento de segundo orden de las fluctuaciones, atraves de la ecua-
cion

Qij(z, a'st,t") = (ui(x, t)u; (', ). (1.30)

El coeficiente de correlacion Ri; se define a partir del momento de segundo orden
para las fluctuaciones de velocidad Q;;(x,2’;t,t') (2.30),para t = t' = 0 a través de
las siguiente ecuacién

Q11(x,x") = Ry1(%,x")uy (x)uy(x?) (1.31)

Asi, si tomamos Ry1(r1) como el valor del coeficiente de correlacién espacial para
los valores de la componente u; fluctuaciéon tomados en el mismo instante t, entre
dos puntos separados una distancia r; en la direccién del flujo principal podemos
definir la longitud integral a través de la ecuacion

LH = /0 Rn(rl)drl, (132)

En los experimentos realizados en este trabajo, las muestras se han realizado
en un uUnico punto espacial, con una tunica sonda. Por tanto no se puede aplicar la
ecuacion anterior y se recurre a la correlacién temporal. De esta forma, si considera-
mos la funcién Ry;(7) como el coeficiente de correlacién temporal de los valores u,
tomados en un mismo punto del espacio pero espaciados temporalmente, definimos
el tiempo integral T; como

ﬂzém&mﬂw, (1.33)

que no es mas que el tiempo maximo que puede pasar entre dos medidas de la u; en
un punto, para que estén correlacionadas. Aplicando la hipétesis de Taylor que nos
permite intercambiar variable temporal por espacial, podemos obtener la longitud
integral a partir de 77 sin mas que hacer

Ly =UT. (1.34)

Del mismo modo que hicimos para la escala de Kolmogorov, podemos expresar
la longitud integral en términos de nimeros de onda. De esta forma obtendiamos
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kmin, correspondiente a los torbellinos grandes.

2T
Kmin = —. 1.35
. (1.35)

1.4.4. El rango inercial

Hemos visto que la longitud integral y kmin, corresponden a las escalas grandes
de la turbulencia, que son las que determinan el contenido principal de energia de la
turbulencia. Por otro lado se tiene que la escala de Kolmogorov y k., determinan
el valor de las escalas en las que se produce la disipacion de la misma. Entre estos
limites exite un abanico de tamanos de vértices de una escala del orden de [ tal que
L > | > n, que forman el llamado rango inercial. Cuanto mayor sea la relacién
Emaz/kmin, mas ancho serd el rango inercial. En teorfa, por tanto, puede hacerse

todo lo amplio que se quiera, pues la relacién anterior crece al aumentar el nimero
de Reynolds.

El rango inercial, es importantisimo en el estudio de la turbulencia, pues es
una zona, en la que podemos estudiar la transferencia de energia, sin preocuparnos
por los detalles de entrada o salida de la misma. Ademas en este rango la turbulen-
cia es homgénea y no disipativa. Veremos ahora, como en el rango inercial podemos
escribir una expresién analitica para describir el espectro de energia. Asi la hipdtesis
de Kolmogorov postula que a niimeros de ondas suficientemente elevados el espectro
de energia solo depende de la viscosidad, de la velocidad de disipaciéon y del niimero
de ondas, y no depende de los detalles de las escalas grandes que generan la turbu-
lencia. Por tanto, aplicando andlisis dimensional, se puede escribir

E(k) = viei f(hn), (1.36)

donde f es una funcién universal, o sea, indendiente del tipo de flujo.

Por otro lado en el rango inercial, a nimeros de Reynolds grandes, la depen-
dencia con la viscosidad debe desaparecer. Por tanto debemos buscar una expresion
de f, que haga que E(k) sea independiente de la viscosidad cuando el nimero de
Reynolds tienda a infinito.

wlon

fkn) = av T kT, (1.37)

donde « es una constante. De esta forma se obtiene la ecuacién del espectro en la
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zona inercial dada por
E(k) = ek . (1.38)

La expresiéon anterior hacia referencia al espectro tridimensional, por tanto haciendo
uso de la ecuacion (2.22) podemos escribir la expresién del espectro unidimensional
bajo las hipotesis de Kolmogorov

Eu (k1) = Creiky?® (1.39)

en la que C}, es la constante de Kolmogorov, que experimentalmente toma valores en
torno a 0,5 (ver la recopilacién de los valores obtenidos por distintos autores, hecha
por Sreenivasan en 1995).

1.4.5. Numero de Reynolds basado en la longitud de Taylor,
RG)\.

La longitud de Taylor (A) es una longitud caracteristica definida de forma arti-
ficial, pero que resulta 1til en el tratamiento matemaético. Por tanto no se identifica
con ninguin tamano fisicamente relevante, aunque puede decirse que corresponde a
tamanos pequenos respecto a las escalas mayores del sistema a estudiar, aunque no
tan pequenos como la escala de Kolmogorov. Por tanto A, se encuentra comprendi-
da entre L y 1. La ventaja de utilizar un niimero de Reynolds referido a este valor,
radica en que nos permite comparar la intensidad de la turbulencia en experimentos
diferentes, pues es independiente de la geometria de estos.

El valor de Rey, se define como

u'\

Rey = — 1.40
€x y ) ( )
donde la longitud de Taylor viene definida por

— 1%

U 2

Por otro lado la velocidad de dispicacién puede expresarse como (Mydlarski y War-
haft 1995)
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2

€= 15y<g“> . (1.42)

X

Por tanto la escala de Taylor quedaria

A= (15”) (1.43)

€

1.5. Implicaciones de la isotropia y su generacion
en laboratorio

Partiendo de la definicién de isotropia dada en el primer capitulo, se pueden
obtener las siguientes implicaciones para el tensor de correlaciones de segundo orden
<U1U2> = <U1U3> = <U2U3> = O, (144)

(uf) = (u3) = (u3) = (u?). (1.45)

Asi la correlacion correspondiente a un tnico punto del espacio y en un mismo
instante de tiempo Ry, puede escribirse

Qll(o) _ <u2> _ 2<§(<u1> + <3u2> + <u3>)) _ 23E’, (146)

donde E representa la energia cinética dde las fluctuaciones por unidad de masa. Por
tanto la condicion de isotropia implica que la energia cinética turbulenta se reparte
por igual en las tres direcciones del espacio.

1.5.1. Generacion en laboratorio de la turbulencia isétropa.

En laboratorio, es corriente que los investigadores utilicen como método para
generar turbulencia isétropa, métodos basados en hacer pasar la corriente a través
de rejillas o mallas, generandose la conocida turbulencia de rejilla. Si el perfil de ve-
locidades es plano en gran parte de la secciéon y se tiene que la capa limite asociada a
la pared del tinel es delgada, entoces se forman vortices aguas abajo de cada barra
que forma la malla. Estas calles de torbellinos coalescen a cierta distancia aguas
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abajo y forman un flujo turbulento. La experiencia demuestra que, suficientemente
lejos de la rejilla, estos flujos son isétropos y homogéneos, salvo en la zona afectada
por la capa limite. Asi en la préactica se tiene que cerca de la malla la tubulencia
depende fuertemente del modo en que se produce, pero al alejarse la estructura de
la turbulencia adquiere un caracter mas universal.

Este tipo de métodos se conoce como métodos pasivos, pues los elementos gene-
radores de turbulencia permanecen inmoviles.Exisisten un buen nimero de experi-
mentos basados en éstos (ver Comte-Bellot y Corrsin 1965, Kistler 1966, Schedvin
1974, Van Atta 1969). Un ejemplo de estos métodos pasivos se encuentra en el tra-
bajo realizado por Daniel Polo (2000), en el que se realizan experimentos con una
matriz de chorros inyectados en la direccion del flujo, para conseguir una mejora
en la intesidad turbulenta, respecto a la conseguida usando malla metdlica. Existen
también otro métodos, denominados activos, en los que los elementos generadores
de turbulencia, presentan cierto movimiento y por tanto comunican cantidad de
movimiento al fluido. Entre los trabajos realizados con estos métodos destacan por
un lado el realizado por Gad-el-Hak y Corrsin(1974), en el cual la turbulencia se
generaba en un tunel mediante una parrilla de chorros de aire inyectados en pro-
porcién variable respecto al flujo pricipal; y por otro, el realizado por Mydlarsky
y Warhaft(1996), en que se utiliza una malla con aletas triangulares que giran de
forma aleatoria, colocada a la entrada del tunel, consiguiendo Rey ~ 500.



