Capitulo 3

Modelo matematico

3.1. Introduccién

A continnacién se hablari del modelo matematico usado para realizar el estudio objeto del
proyecto. En primer lugar se explicard el modelo de remodelacién 6sea is6tropa de Stanford.
Este modelo se va a comentar con detalle porque contiene muchas ideas utilizadas en el
modelo mecanobiolégico de Martinez Reina, que serd explicado mas adelante y que ha sido

utilizado en las simulaciones llevadas a cabo.

3.2. Modelo de remodelacion ésea isétropa de Stanford

El modelo is6tropo de Stanford fue desarrollado a finales de la década de los 80 y prin-
cipios de los 90 del siglo pasado, en dicha universidad, bajo la ldireccion del Dr. Dennis
Carter, de cuyo modelo, asi como de otros también referidos anteriormente, toma algunas
ideas importantes. En primer lugar, establece una condicién de remodelacién homeostitica
a nivel local, como sugieren los trabajos de Carter et al., Fyhrie y Carter, Frost y Turner.
Esto quiere decir que el tejido 6seo dispone de una serie de mecanismos para autorregu-
larse y mantener dentro de un cierto rango de valores una determinada magnitud fisiolégica,
denominada estimulo mecanico. Esos mecanismos tienen como misién primera modificar la
densidad dsea y, relacionadas con ella, las propiedades mecanicas, con el objetivo global de
homogeneizar el estimulo local y mantenerlo dentro del rango antes comentado.

El estimulo mecdnico local, ¥, también denominado estimulo tensional tisular diario, es
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una magnitud que estd relacionada con la carga a la que se encuentra sometido el tejido y

que tiene en cuenta los distintos casos de carga que conforman la actividad diaria habitual:

N 1/m
v, = (Z niaﬂ> (3.1)
i=1

donde N es, como hasta ahora, el niimero de casos de carga, n; es el mimero promedio
de ciclos diarios del caso de carga i, oy; es la tensién efectiva local para el caso de carga
i, pardmetro escalar que representa la intensidad del estado tensional local en el tejido
mineralizado.

Jacobs propone una simplificacién de la historia de carga que tiene en cuenta la escala
de tiempos tan diferente en que ocurren la variacién de las cargas y la respuesta del hueso.
Mientras que las tensiones pueden variar en tiempos del orden de segundos, al caminar por
ejemplo, o incluso menos en el caso de un impacto, la respuesta de remodelacién tiene tiempos
caracteristicos del orden de semanas o meses. Por ello, es conveniente sustituir las tensiones
o deformaciones instantineas por variables cuasi-estaticas que contienen informacién sobre
todas las actividades que se producen durante la historia reciente de carga. En concreto, la
informacidn que interesa de cada actividad es la tensiéon méxima promedio que origina y el
niimero de ciclos que tiene lugar dicha actividad en el periodo de control en el que se toma
dicho promedio. La duracién de este periodo no afecta de manera relevante a la respuesta
de la remodelacién, siempre que no sea excesivamente grande ni pequeiio.

Por motivos practicos, se suelen agrupar las distintas actividades diarias segun sea su
influencia en la remodelacién. Con esta aproximacién, se resume la historia de carga en una
serie reducida de actividades, cada una de ellas con unas determinadas condiciones de apoyo,
de carga y un niimero de ciclos que dicha carga se repite diariamente. Ademds, se supone
que el orden de aplicacién de las cargas no es relevante en la respuesta, dada la diferencia
de escala de tiempos ya comentada.

Después de agrupar las cargas, Jacobs, vio necesario hacer algun tipo de simplificacién
de la expresién (3.1), para que el algoritmo pudiera ser implementado de manera sencilla.
Aunque se puede observar en dicha expresién que todos los casos de carga contribuyen de
manera simultdnea al evaluar kel estimulo diario, Jacobs, los aplica de manera secuencial.
Supdngase, por un momento, que existen tres casos de carga. Después de promediar las
tensiones y contabilizar el niimero de ciclos correspondientes a cada actividad en un tiempo

de muestreo suficientemente amplio, se supone que todos los dias se repite la misma secuencia
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de ciclos. La simplificacién propuesta por Jacobs modifica dicho histograma, aplicando cada
dia una kola actividad, secuencialmente y repitiendo alguna de ellas, si es necesario, para
que la proporcién entre los nimeros de ciclos de cada actividad y el nimero de ciclos total
sea igual a la del histograma original. De esa forma, las actividades 1 y 3 ocurren el mismo
niimero de veces y la mitad de veces que la actividad 2.

Con esta simplificacién, el nimero de ciclos que se repite cada actividad es el mismo, 16
en el ejemplo de las figuras anteriores. Si en la simulacion la unidad de tiempo es un dia, ya
no es necesario superponer diariamente los casos de carga para calcular el estimulo mecénico
segiin la ecuacién (3.1). Ahora se puede aplicar cada dfa una sola actividad, que produce un

estimulo:

N
¥, = ni/mﬁt donde n. = Zni, (3.2)
=1

y repetir esa actividad varios dias consecutivos si es necesario, como lo es con la actividad
2 del ejemplo anterior. Jacobs comprobé que la diferencia entre la aplicacidon simultianea y
la aplicacién secuencial de las cargas no es significativa, mientras el nimero de dias que
dure una secuencia no sea excesivo. Sin embargo el coste computacional si disminuye de
forma muy favorable con esta aproximacién. Que la secuencia de agrupamiento no resulte
muy larga dependerd del mimero de actividades que se tengan en cuenta. En un ejemplo
tan sencillo como el anterior, con cuatro dias basta, pero si el nimero de actividades es
mads amplio, es conveniente hacer un nuevo agrupamiento para reducirlo en la medida de lo
posible.

Otra hipétesis de este modelo es la de suponer que la matriz ésea estd completamente
mineralizada, con una densidad local igual en todos los puntos, . De esta forma, la densidad
aparente del tejido dseo, p, definida como la masa de matriz dsea contenida en la unidad de
volumen de tejido, depende tan sdlo de la porosidad local, n, y no del grado de mineralizacién

de la matriz dsea, que se supone que no varia en este modelo.

n=1_Ym_q_

" (3.3)

™

Segin Martin y el propio Jacobs el hueso cortical presenta una porosidad minima de
0.05. Jacobs asigna ademés al hueso cortical de minima porosidad una densidad aparente
de 1.92g/em?, de lo que se deduce fécilmente el valor jasignado a la densidad de la matriz
ésea, p = 2.02g/cm?.

Para poder tratar al hueso como un medio continuo, es necesario pasar de la escala
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microscépica a nivel de tejido, en el que el material es heterogéneo, al nivel continuo. Esto
se hace de forma indirecta, relacionando la resistencia ultima del hueso trabecular a nivel
continuo, ,y;, con la resistencia dltima del tejido déseo trabecular, &, que se supone
constante. Gibson establece que ambas magnitudes estdn relacionadas a través de la densidad

aparente por medio de alguna funcién R(p).

Fuit(p) = R(p)Tuir, (3.4)

La evidencia experimental muestra que esta funcién debe ser proporcional al cuadrado
de la densidad aparente. Comoquiera que la resistencia tltima a nivel continuo y a nivel
tisular deben coincidir en el caso de porosidad nula, la funcién debe ser tal que R(p) = 1.

De esta forma la ecuacién (3.4) se puede reescribir de la siguiente forma:

7utlp) = (2) Gt (35)

Esta relacidn se debe cumplir no sélo para la resistencia ltima sino para cualquier valor
de tensién, y en particular para la tensién efectiva. Asi, sustituyendo en la ecuacién (3.1) la
tensién efectiva a nivel tisular o local por la tensidn efectiva a nivel continuo y operando, se

puede obtener el estimulo tensional diario continuo

¥ = ( g:lnia;”> v (3.6)

que se relaciona con el estimulo tensional diario tisular de la misma forma que las tensiones
5 2
wt::<3) v (3.7)
P

¥ que es posible simplificar de la misma manera que se hizo en la ecuacién (3.2)
U =nl/mE (3.8)

Si es posible de alguna manera determinar la distribucién de tensiones y deformaciones
a nivel continuo en un determinado hueso, por ejemplo por medio del MEF, se puede deter-
minar la tensidn efectiva continua y usando las ecuaciones (3.7) y (3.8) obtener el estimulo
tensional tisular diario, ¥;. Una vez conocido éste, el siguiente paso consiste en determinar
cudn lejos estd el tejido de cumplir el equilibrio homeostatico. Para ello se define el error de
remodelacién, ¢, como la diferencia entre el estimulo tensional tisular diario y un valor de

referencia que se considera de equilibrio, ¥}.
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Si este error de remodelacién no es nulo o esta fuera de un determinado rango, se produce
una respuesta del hueso que se traduce en una variacién de la densidad aparente a nivel local.
Sin embargo, el modelo no relaciona de forma directa ambas variables, sino a través de la
denominada velocidad de remodelacién superficial, 7, toda vez que tanto la eliminacion de
hueso antiguo como la formacion del nuevo se produce en la superficie ésea. En el caso de
remodelacidn externa este hecho es palpable en los cambios de geometria que sufren tanto
el periostio como el endostio. En remodelacién interna la actividad celular tiene lugar en
los canales haversianos, en el caso del hueso cortical, y en la interfase hueso-médula dsea,
en el trabecular. La variable 7 estd relacionada directamente con el estimulo tensional a que
esta sometido el tejido.

Se observan dos cosas importantes: En primer lugar que existe una zona en torno al valor
del estimulo de referencia, denominada zona muerta o zona de equilibrio, donde la actividad
4sea no tiene un efecto neto claro sobre la cantidad de hueso y es la evidencia experimental
de la idea de “pereza” en la respuesta dsea, sugerida por Carter y utilizada en el modelo de
Huiskes. En segundo lugar se observa que la respuesta de todos los huesos no es la misma
y tampoco lo es la de distintas partes de un mismo hueso. Asi, el crdneo y otros huesos
planos apenas sufren reabsorcion, lo cudl parece 1ogico dado que este tipo de huesos sirven
de protecciéon Imas que de soporte de carga.

Este modelo fue aplicado principalmente para predecir la distribucién de densidad dsea
en la extremidad proximal del fémur, por lo que se usan curvas del tipo 2 y 3 simplificadas

y que se pueden expresar:

cile+w) sie< —w
=14 0 si—w<e<w (3.10)
cole —w) sie>w
Algunos autores han propuesto variaciones a esta ley de remodelacién. Una de ellas es
suponer, parece légico, que el hueso no puede crecer o ser reabsorbido de forma ilimitada. Sin
embargo, dado que en situaciones normales el estimulo mecédnico se mantiene relativamente
préximo al valor de equilibrio, dicha modificacién no introduce cambios significativos.
Como ya se ha dicho, el hueso aparece y desaparece en la superficie dsea y asi se ha

introducido la variable velocidad de remodelaciéon superficial, que se define como el volumen
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de hueso generado o eliminado por unidad de tiempo y por unidad de superficie disponible
para la remodelacién. Martin definié la superficie especifica, S,, como la cantidad de super-
ficie disponible para la remodelacién por unidad de volumen de hueso y la relacioné con la
porosidad, encontrando que un polinomio de quinto grado (ec. (3.11)) se ajusta a huesos de

distintas zonas del cuerpo, de diferentes edades y estados de salud.
S, = 32.3n — 93.9n% 4+ 134n® — 101n* + 28.8n° (3.11)

Se recuerda que en este modelo el hueso se encuentra completamente mineralizado iy asi lo
estard pues, tanto el hueso que se elimina como el nuevo que se forma sobre la superficie dsea.

De esta forma la variacidn de la densidad aparente viene dada por la siguiente expresion:
p = kS, p, (3.12)

en la que todas las variables han sido ya definidas a excepcién de k, que es el porcentaje
de superficie disponible que se encuentra activa para la remodelacién y que normalmente se
toma igual a la unidad.

Para obtener la densidad aparente en el siguiente paso de carga, se integra la ecuacién

(3.12) mediante un algoritmo de integracién de Euler explicito,
p(t+ At) = p(¢) + Atp(t), (3.13)

y finalmente se actualizan las propiedades eldsticas en cada punto del dominio sdlido (en
la malla de elementos finitos se hace en los puntos de integracién de Gauss) segin las
expresiones experimentales obtenidas por Beaupré et al. y teniendo en cuenta que el hueso

se supone un material isétropo:

C:1fy(1‘%1®1+1)’ (3.14)

2014p%°% sip < 1.2g/em?
1763032 sip > 1.2g/cm?,

0.2 sip<1.2g/ecm?
b p=12/ (3.16)
0.32 sip > 1.2g/cm?,
donde 1 es el tensor identidad de segundo orden y I es el tensor identidad simétrico de cuarto
orden (I = %(5ik5jl +416;1)). Con estas expresiones se completa el algoritmo y se puede

resolver el problema elastico con las propiedades actualizadas, por ejemplo con el MEF, como
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ya se ha comentado. Un problema que presenta este algoritmo cuando se aplica a una malla
de elementos finitos es el denominado “checkerboard”: se obtienen distribuciones de densidad
con un tipo de discontinuidad muy particular, que consiste en la alternancia de elementos de
densidad maxima y elementos de densidad nula. Este problema se resuelve mediante técnicas
de proyeccién, mediante las cuales la densidad o cualquier otra magnitud derivada de las
variables nodales, como por ejemplo las tensiones, que se evaliian normalmente en los puntos
de integraciéon de Gauss, se extrapola a los nodos asegurando de esta forma la continuidad
interelemental, que de otro modo no esta garantizada.

Este modelo fue implementado usando el MEF para predecir la distribucién de densidad
4sea en la extremidad proximal del fémur con buenos resultados y una convergencia mas
que aceptable. Sin embargo, su cardcter isétropo limita mucho su uso para el fin requerido
en este trabajo.

Por ultimo, conviene hacer un breve comentario sobre la estabilidad de este algoritmo.
Anteriormente se ha comentado que el método numérico usado para integrar la ecuacién
diferencial que gobierna la evolucién de la densidad es el método de Euler explicito (ecuacién
(3.13)). La utilizacién de éste estd justifica por la lentitud del proceso de remodelacién co-
mentada anteriormente y conduce a buenos resultados siempre que el paso de integracién no
sea excesivamente grande. Levenston ha analizado la estabilidad de este problema concreto

obteniendo un paso de integracién critico:

*

p

At,=— —— (3.17)
09+, (p")p

donde p* es la densidad aparente de equilibrio [y 4 es la pendiente de la curva de remodelacién

(el anélisis lde estabilidad se desarrolla para una ley de remodelacién lineal).

3.3. Modelos mecanobiologicos

El modelo descrito en el apartado anterior se suele denominar fenomenolégico. Este cali-
ficativo responde a una caracteristica fundamental del los mismo: no considera la naturaleza
intrinseca de los fenémenos biolégicos que intervienen en la remodelacidén dsea. Su interés
se centra, por el contrario, en las consecuencias mecdnicas que esos fenémenos tienen. Su
proposito, por tanto, es describir de forma matematica la relacién causa-efecto, o carga-
remodelacidn si se quiere, de estos [endmenos, sin entrar en detalle en los procesos bioldgicos

involucrados. En contraposicidn a estos modelos, hace unos afios comenzaron a desarrollarse
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otros, mas conocidos como mecanobioldgicos, que intentan caracterizar matematicamente lo
que ocurre a nivel biolégico, para poder explicar la remodelacién dsea. Esta profundizacion
en el cardcter bioldgico esta motivada por los resultados poco satisfactorios, que en deter-
minadas situaciones, proporcionan los modelos fenomenolégicos.

Mientras un modelo fenomenoldgico predice que el desuso conlleva pérdida de masa dsea;
una hctividad por encima de lo habitual produce un aumento de masa ésea, hasta un cierto
limite, y un nivel de actividad normal mantiene el hueso dentro de unos parametros salud-
ables, el modelo mecanobiolégico se pregunta por qué ocurre asi y cudles son los mecanismos
biolégicos que entran en juego, fundamentalmente la actividad de las BMUs, artifices de la
remodelacidn dsea. Para ello investigan fenémenos tales como la generacién de BMUs, proce-
so de mineralizacién del tejido éseo, aparicién de microgrietas y reparacion de las mismas por
medio de la remodelacién, influencia de la presencia de estas microgrietas en la generacién de
nuevas BMUs, influencia de diversos pardmetros metabdlicos, de la edad, de enfermedades

y tratamientos farmacolégicos, etc.



