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Capitulo 1

Introduccion

Los ensayos no destructivos (EN D) se han convertido en un elemento de
uso comun en muchos campos cientificos e industriales como herramienta fun-
damental en el desarrolllo de tareas de mantenimiento, comprobaciéon de la
integridad estructural, control de calidad en la produccion e inspecciéon perma-
nente durante la vida 1til de muchos productos y estructuras. La combinacion
de factores tales como el aumento continuo de los costes de fabricacién, las
condiciones de servicio cada vez mas extremas para los componentes estruc-
turales y la tendencia en el disenio hacia un ajuste mas estrecho de los margenes
de seguridad, han impulsado una constante evolucion y avance en los métodos
de END. El desarrollo de nuevas técnicas proporciona, entre otros muchos
beneficios, un aumento de la calidad de los productos para el consumidor, una
mejora de la seguridad piblica (en el caso de la inspeccién de centrales nucle-
ares y de aviones por ejemplo) y una reduccién global de costes a la industria
y a los usuarios al conseguir prevenir fallos mecdnicos que podrian suponer
grandes pérdidas materiales y humanas. Entre los campos de actividad que
utilizan estas técnicas se encuentran las relacionadas con la produccion de en-
ergia, transformacion petroquimica, transporte de gases y liquidos, estructuras
aeronauticas y aerospaciales, etc. A partir del dictamen de los ensayos no de-
structivos de un elemento se puede evaluar la seguridad frente a un posible
fallo, realizar predicciones de la vida 1til restante y establecer programas de
mantenimiento y reparacion. Este proceso se encuadra dentro de una filosofia
de tolerancia al dano basada en que la presencia de defectos en un componente
ya no significa necesariamente que dicho elemento esté al final de su vida til
de servicio, o ni tan siquiera cerca de él.

Dentro del campo de los EN D, las ondas guiadas ultrasénicas constituyen
un area de gran interés hoy en dia. Estas ondas se producen en elementos tales
como placas, tuberias y barras, en los cuales la geometria finita constrine la
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propagacién de las ondas eldsticas y confina asi el flujo de energia a su sec-
cién transversal. De esta forma, la atenuaciéon por radiacién (geométrica) se
reduce o incluso desaparece, quedando como 1inicos mecanismos de atenuaciéon
la difraccion por obstaculos y la disipacién de energia debido a la naturaleza
dispersiva del medio. Como resultado, dichas ondas tienen la capacidad de
recorrer grandes distancias, lo que permite realizar la inspeccién de un area
amplia desde una posicion fija, sin necesidad de desplazar el palpador como en
las técnicas ultrasénicas clasicas (basadas en ondas P o S). Ademds, es posible
emplearlas para inspeccionar zonas ocultas o de dificil acceso como, por ejemp-
lo, estructuras parcialmente enterradas, recubiertas de un material protector o
aislante, o escondidas tras otros elementos. Las ondas guiadas permiten evaluar
la presencia de defectos en la seccién transversal completa del elemento, puesto
que su propagacion provoca la deformacién de todos sus puntos. La existencia
de multitud de modos para cada frecuencia aporta flexibilidad a la hora de
seleccionar el punto de trabajo que proporcione una mayor sensibilidad. Sin
embargo, para poder realizar esta seleccion de forma adecuada es necesario
conocer como interaccionan las ondas guiadas con los defectos.

1.1. Objetivos

Los objetivos principales que se pretenden lograr con este proyecto son los
siguientes:

= Estudiar el fenémeno de generacion de ondas cilindricas desde un agujero
circular pasante en placas homogéneas eldsticas y comparar los resultados
obtenidos con soluciones analiticas en determinados casos limite (valores
bajos de frecuencia).

s Estudiar el fenémeno de difraccion de ondas cilindricas en placas ho-
mogéneas ela’sticas cuando sobre ella incide una onda plana.

= En la literatura existen pocos articulos sobre la propagacion y la difrac-
cién de ondas de frente circular y ain menos acerca del comportamiento
de dichas ondas ante diferentes acciones externas. Por ello, en este proyec-
to se pretende realizar un desarrollo en esos campos debido a la impor-
tante utilidad que conlleva el conocimiento de estas ondas en aplicaciones
geofisicas e ingenieriles (ingenierfa sismica y cimientos), y particularmente
en temas de ensayos no destructivos de placas laminadas.
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1.2. Resumen de contenidos

En el Capitulo 2 se presenta un estudio analitico de la propagacién libre
de ondas guiadas en placas homogéneas de materiales eldsticos e isotropos,
restringido al caso de ondas planas y cilindricas. En ambos, el planteamiento
matematico desemboca en dos problemas bidimensionales: ondas SH guiadas
y ondas de Lamb. Se presentan las soluciones de ambos tipos de onda desta-
cando sus caracteristicas esenciales, haciendo énfasis tanto en los rasgos difer-
enciadores como en los numerosos aspectos comunes. Entre estos ltimos cabe
destacar su naturaleza dispersiva y multimodal, que emerge al resolver la ecuacion
caracteristica no lineal de cada problema y que se muestra graficamente en las
denominadas curvas de dispersion.

En el Capitulo 3 se desarrolla una formulacién semi-analitica de la propa-
gacion libre de ondas cilindricas guiadas en una placa homogénea de un material
elastico, lineal e isotropo. Para ello se realiza una discretizacion del espesor de
la placa con Elementos Finitos unidimensionales, pero manteniendo la expre-
sion analitica de la variacion funcional con el resto de variables. De esta forma
la ecuacién caracteristica se convierte en un sistema de autovalores lineal.

En el Capitulo 4 se utiliza la superposicion modal para estudiar la gen-
eracién de ondas cilindricas desde un agujero circular pasante en una placa
homogénea, elastica, lineal, isétropa e infinita, al someter dicha placa a un
campo de tensiones prescrito en su borde interior. Para ello, se expresa el
campo elastodindmico como una superposicion de los modos de propagacion
semi-analiticos de la placa infinita, lo que conlleva una consideracién en 3D
del problema de propagacion. En primer lugar, se estudiara dicha generacion
obteniendo el campo de tensiones en la placa para valores bajos de frecuen-
cia y se comprobara la validez del método desarrollado frente a los obtenidos
analiticamente por otras fuentes bibliogréficas.

En el Capitulo 5 se utiliza la superposicién modal para estudiar la difraccién
de ondas cilindricas desde un agujero circular pasante en una placa homogénea,
elastica, lineal, is6tropa e infinita, cuando sobre ella incide una onda plana
incidente. Se consideraran dos casos: si tenemos el borde interior empotrado,
o bien si el borde es libre. En primer lugar, se estudiara dicha generacion
obteniendo el campo de tensiones en la placa para valores bajos de frecuencia y
se comprobara la validez del método desarrollado frente a resultados analiticos.






Capitulo 2

Ondas guiadas en placas

2.1. Introducciéon

Cualquier fuente de excitaciéon dindmica que actiie sobre una placa genera
ondas elasticas en su interior, las cuales durante su propagacion sufren multi-
ples reflexiones en las superficies superior e inferior. Todas estas ondas, que
estdn atrapadas en la placa, interfieren entre si, y bajo ciertas condiciones se
produce una interferencia constructiva que se caracteriza por una estructura
estacionaria en la seccién transversal y una direccion de propagacion paralela
a la placa. En lugar de hacer un seguimiento de todas estas ondas individual-
mente, resulta mas conveniente analizar los patrones de interferencia que se
originan, a los cuales se les denomina modos. Las multiples posibilidades de
interferencias constructivas dan lugar a un infinito nimero de modos posibles,
que so6lo se propagan para ciertas combinaciones de frecuencia y nimero de
onda, de acuerdo con la solucién elastodinamica. La velocidad de propagacion
de cada modo depende no solo del material, sino también de la frecuencia y
del espesor de la placa, lo que confiere a estas ondas un caracter dispersivo.
Ademas, la estructura modal de desplazamientos en la seccién varia en general
con la frecuencia.

Otro aspecto importante de las ondas guiadas es su capacidad para viajar
grandes distancias. Una onda cilindrica propagandose en un espacio bidimen-
sional infinito sufre una atenuacién del orden de O (1/r), con r la distancia a
la fuente, que se debe al reparto de la energia elastica en un frente de onda
con un &rea creciente como O (r). Por contra, las ondas guiadas en placas bidi-
mensionales no sufren atenuacién por radiacion porque la geometria finita de
la placa constrine la propagacion de las ondas y confina asi el flujo de energia a
su seccién transversal. Los inicos mecanismos de atenuacion en este caso seran
la difraccion por obstaculos y la disipacién de energia debido a la naturaleza
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dispersiva del medio.

En este capitulo se presenta un planteamiento analitico de la propagacion de
ondas guiadas planas y cilindricas en placas eldsticas y homogéneas [3]. Como
sus nombres indican, las ondas planas tendran frente de onda plano mientras
que las ondas cilindricas tendran frente de onda cilindrico. En ambos casos el
planteamiento analitico dard lugar a dos subproblemas bidimensionales: defor-
macion antiplana y deformacién plana. Cada uno de ellos origina una variedad
de onda guiada diferente (ondas SH guiadas y ondas de Lamb, respectiva-
mente), cuyas caracteristicas esenciales se analizardn en secciones posteriores.
No obstante podemos adelantar que, en el caso de ondas planas, ambas ondas
(SH y Lamb) estardn desacopladas, algo que no ocurre en el caso de ondas
cilindricas.

2.2. Ondas planas guiadas en placas homogéneas
e isétropas

En esta seccion se estudia una onda plana y armonica en régimen esta-
cionario [3, 8], que se encuentra guiada en una placa plana e infinita de material
elastico lineal, homogéneo e isétropo, con espesor constante y con sus superfi-
cies libres de tracciones, como se muestra en la Figura 2.1, donde se representan
su direccién de propagacién y su frente de onda.

Para simplificar la descripcién matematica del problema, el sistema de ref-
erencia cartesiano se elige de forma que el eje y coincida con la direccién de
propagacién de la onda, el eje z sea perpendicular a la placa y tenga como
origen el plano medio de la misma, y el eje x quede definido por la regla de la
mano derecha. Por tratarse de una onda plana y gracias a la eleccion de ejes
realizada, las variables elastodinamicas son independientes de la coordenada .

Los desplazamientos tendran la direccién de las coordenadas escogidas, sien-
do los desplazamientos en el plano de la placa u, y u, segtn las coordenadas x
e y, respectivamente, y el desplazamiento vertical u, segiin la coordenada z.

La propagacién de ondas en un material elastico lineal e isétropo esta gob-
ernada por las ecuaciones de Navier:

A+ V(Y - u) + pV2u = pit (2.1)

Para resolverlas es conveniente emplear la representacion de Helmholtz, que
expresa el campo de desplazamientos en funcién de un potencial escalar ¢ y
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Z

Figura 2.1. Onda plana guiada en una placa infinita. Geometria y sistema de coordenadas

otro vectorial ¢ de la siguiente forma:
u=Vo+VAQ (2.2)

donde el campo de desplazamientos vendra representado por el siguiente vector:

u= | u, (2.3)

Esta representacion del campo de desplazamientos es solucion de las ecua-
ciones de Navier si los potenciales satisfacen las siguientes ecuaciones de onda
desacopladas:

1.

Vo ==¢ (2.4)
CL
1 .

Vi = 5o (2.5)
Cp

donde ¢y, y ¢ son las velocidades de propagacion de las ondas longitudinales
y transversales respectivamente y tienen la expresion:

A+2
cr = Rl ;o= \/E (2.6)
V' » p

Ademas, el laplaciano en cartesianas tiene la siguientes expresion:

0? 0? 0?

2

= 4+ 9.
¥ ox? + 0y? * 072 (27)
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Puesto que la ec. (2.2) relaciona las tres componentes de los desplazamien-
tos con cuatro funciones independientes, es necesario anadir una restriccién
adicional que establezca una relacién entre estas tultimas. Habitualmente se
emplea la siguiente condicion:

V=0 (28)

Empleando coordenadas cartesianas y teniendo en cuenta que las ondas
objeto de estudio son planas propagandose paralelamente al eje y (a% =0), la
ec. (2.2) puede reescribirse como:

o OY, Oy

Uy = o P (2.9)
~ Op | OYy

u, = 8y+ o (2.10)
_ Op Oy

v = 5o (2.11)

Del mismo modo, la ec. (2.8) puede escribirse como:

o0, | 0

= 2.12
oy 0z 0 ( )

Para introducir las condiciones de contorno en las superficies superior e
inferior de la placa, es necesario emplear las ecuaciones de compatibilidad y la
ley de comportamiento a las ecs. (2.9) a (2.11) para obtener las expresiones de
las tracciones en un plano z = cte. Por tanto, tras la aplicaciéon de lo anterior,
en el caso analizado se obtiene:

Po Py Py
vz a {28y82 i 922 8y21 (2.13)
Pp Y
_ W2 _ OV
0. = AV go+2u[ - 8y82] (2.14)
[0 Py Ou
oz = [8y62 022 } . (2.15)

Observando las ecs. (2.9) a (2.15), se comprueba que el problema tridimen-
sional puede descomponerse en dos problemas desacoplados:

» deformacién en el plano yz exclusivamente, que corresponde a unas
condiciones de deformacién plana e implica a las siguientes variables de
Campo: Uy, Uy, Oys, Osz, Oyy, Oz BN este caso s6lo intervienen los poten-

ciales ¢ y 1.
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» deformacion en la direccién x tinicamente, que corresponde a un
caso antiplano e implica a las siguientes variables de campo: uy, 04., 04y-
En este subproblema intervienen los potenciales v, y ..

Aunque los problemas de deformacion plana y antiplana se resolveran por
separado, la variacién espacio-temporal de las variables de campo (desplaza-
mientos, deformaciones y tensiones) para una onda guiada plana y arménica
en régimen estacionario admite en ambos casos la misma expresiéon en vari-
ables separadas. Dicha expresion, teniendo en cuenta la no dependencia con la
coordenada x, es:

fynt) = [l =0l = £y, 2,0) = @0 (216)

donde w es la frecuencia angular, k = w/c es el nimero de onda, ¢ es la velocidad
de fase de la onda guiada y ]/C\(Z) es la estructura de la onda guiada a través
del espesor de la placa. En la propagacion de ondas planas, debido a que el
factor e*¥+<!) aparece en todas las variables, se puede simplificar la notacién
definiendo unas variables auxiliares (con gorro) dividiendo las originales por
dicho factor. Estas nuevas variables son funciones exclusivas de z y representan
la estructura de la onda guiada a través del espesor de la placa.

2.2.1. Caso antiplano: ondas SH guiadas

En este problema en particular se tiene una placa de material elastico lin-
eal, isotropo y homogeneo de espesor d = 2h, en condiciones de deformacion
antiplana en el plano yz (u, = u, = 0, 9/0x = 0), cuyas superficies estan libres
de tracciones y cuya geometria se muestra en la Figura 2.2. Las ecuaciones que
lo gobiernan son, como se ha visto en el apartado anterior:

1 .
Vi = 51 (2.17)
Cr
donde el subindice j puede tomar los valores y o z.

Al tratarse de ondas armoénicas propagandose en la direccién y y con una
estructura estacionaria en la direccién z, los potenciales pueden escribirse en
variables separadas:

o N i(ky+wt
Wiy, 2, 1) = ;(2)e'l ) (2.18)

Sustituyendo estas expresiones en las ecs. (2.17) se obtienen sendas ecua-
ciones diferenciales ordinarias de la forma:

,
A=y,
dz?

n (W_Q _ y)@. -0 (2.19)

B)
Cr
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cuyas soluciones son:

@Zj(z) = A;sen(qz) + B, cos(qz) (2.20)

donde: ,
=k (2.21)

¢r

A partir de los potenciales de Helmholtz se obtienen los desplazamientos y
tensiones empleando las ecs. (2.9) y (2.15). Combinando los términos comunes
y definiendo unas nuevas constantes se obtiene:

uy(z) = Apsen(qz) + By cos(qgz) (2.22)
0.:.(2) = pg[Apcos(qz) — Bosen(gz)] (2.23)
Fo(z) = pikTa(2) (2.24)

Aplicando las condiciones de contorno de tracciones nulas en las superficies
de la placa z = +h, se obtiene un sistema de ecuaciones homogéneo como el
siguiente, cuyas incognitas son los coeficientes desconocidos Ay y By:

(0]l ] [w]-[0] ew

Sélo cuando el determinante de la matriz sea nulo, este sistema admite
soluciones no triviales que corresponden a modos de propagacién de ondas SH
guiadas en la placa. Esta condicion proporciona la siguiente ecuacion carac-
teristica (también denominada ecuacion de la dispersion o de la frecuencia):

0 = ¢*sen(qh) cos(qh) (2.26)
La ec. (2.26) se satisface de dos formas:

» sen(qh)=0, en cuyo caso se tiene que Ay = 0, que corresponde a modos
cuyos desplazamientos son simétricos respecto al plano medio de la placa
(z=0):

~

U(z) = Bocos(qz) ; 0n. = —pugBpsen(qz) (2.27)

= cos(gh)=0, en cuyo caso se tiene que By = 0, que corresponde a modos
cuyos desplazamientos son antisimétricos respecto al plano medio de la
placa (z = 0):

~

Uy(z) = Agsen(qz) ; 0z = ugApcos(qz) (2.28)
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La solucién de la ecuacién caracteristica admite una expresion analitica
explicita valida para ambos casos:

gh = — (2.29)

siendo n un numero natural. Cada valor de n corresponde a un modo distinto
(que se designa a partir de ahora como SHn), siendo los modos relaccionados
con los valores de n pares modos simétricos, y los relacionados con valores de
n impares antisimétricos.

Es conveniente emplear las siguientes variables adimensionales:

= nimero de onda adimensional, definido como £ = kh

wh

» frecuencia adimensional, definida como () = e

» velocidad adimensional, definida como ¢ = é

Empleando estas variables adimensionales y teniendo en cuenta la ec. (2.21),
se puede reescribir la ec. (2.29) como:

E=0-02 (2.30)

donde €2, = n7w/2 es la frecuencia para la que el modo SHn tiene un nimero
de onda nulo, £ = 0, y se denomina frecuencia de corte del modo SHn.

Para una frecuencia fija, la ec. (2.30) proporciona un ndmero finito de
nimeros de onda reales y un nimero infinito de nimeros de onda imaginar-
ios. Teniendo en cuenta que la dependencia funcional con y y t tiene la forma
e'kytet) os primeros dan lugar a modos que se propagan a lo largo de la pla-
ca sin experimentar variacién en su amplitud (denominados modos reales) y
los segundos dan lugar a modos que no se propagan y cuya amplitud decae
exponencialmente en la direccion y (denominados modos evanescentes). Si se
adopta un ntimero imaginario del nimero de onda k& = b, la variaciéon con y
y t resultante es e™*~% siendo el factor e~ el causante de la disminucién de
la amplitud del modo con la distancia'. En el caso de nimeros de onda reales,
k = a, la variacién resultante con y y t es €@ siendo el factor ' el
causante de la propagacén en la direccién y?.

Lo cual exige una eleccién adecuada del signo de b: b > 0 para y — 400 y b < 0 para
Yy — —0o0.

2La direccién de propagacién viene definida por el signo de a: y — —oo para valores
positivos de a y y — +00 para valores negativos.
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:
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Figura 2.2. Espectro de frecuencia analitico de ondas SH guiadas. Modos reales y evanes-
centes

S6lo el modo n = 0 (SHO) es real para todas las frecuencias. Cualquier otro
modo SHn es evanescente para frecuencias inferiores a su frecuencia de corte,
Q,. Este cardcter multimodal es comun a la propagacién de ondas en cualquier
guia de onda.

Si se estudia un modo cualquiera SHn de forma aislada, la solucién de la
ecuacion caracteristica proporciona una relacién entre £ y €2 que se representa
como una curva (o rama) en el espacio |Re(§)| —|Sm(§)| — Q. La representacion
conjunta de las ramas correspondientes a todos los modos se denomina espectro
de frecuencia. Las proyecciones del espectro de frecuencia sobre los planos co-
ordenados [Re(&)|—Q y [Sm(§)| — 2 se muestran en la Figura 2.2 para 2 < 20,
donde se representan con una linea azul las ramas de modos simétricos y con
una linea roja las ramas de modos antisimétricos.

Teniendo en cuenta la ec. (2.30), para cualquier rama n # 0 el tramo corre-
spondiente a niimeros de onda £ reales es una parabola con asintota {2 = &, y el
tramo correspondiente a nimeros de onda £ imaginarios es una circunferencia
de radio 2, y centro el punto de coordenadas (0,0) del espectro de frecuencias.
La rama del modo SHOQ es la recta 2 = &.

La velocidad de fase® tiene la definicién habitual:

Q Q
c=2 =Y =2 (2.31)

kg cr &

3Velocidad a la que se propagan los valles y picos de una onda arménica.




2.2. Ondas planas guiadas en placas homogéneas e isdtropas 13

La interpretacién grafica de esta definicién sobre el espectro de frecuencia
es que la velocidad de fase adimensionalizada en un punto de la rama es la
pendiente de la recta secante que une dicho punto con el origen. En el caso de
ondas SH guiadas es sencillo obtener una expresion analitica de la velocidad de

fase adimensionalizada:
1

2
1= (%)
En la Figura 2.3 se representa la variacién de ¢ con la frecuencia para los
modos reales y €2 < 20. Se observa que la velocidad de fase de todos los modos
varia con la frecuencia, salvo en el modo SHO, por lo que todos los modos
n # 0 son dispersivos. Consecuentemente, cuando un pulso monocromatico
de duracién finita, caracterizado por un contenido en frecuencia que abarca
un cierto ancho de banda, se propague en la placa, experimentarda un ensan-
chamiento en su forma debido a la diferente velocidad de propagacion de cada
frecuencia que constituye el pulso. Es decir, el pulso se esparce en el espacio
y el tiempo a medida que se propaga. Este cardcter dispersivo es comun a
la propagacién de ondas en cualquier guia de onda. La representacion de las
velocidades (de fase o de grupo) de los modos reales frente a la frecuencia se
denomina curvas de dispersion.

(2.32)

ol
I

Figura 2.3. Curvas de dispersién (2 — ¢ analiticas de ondas SH guiadas. Modos reales

Como las ondas SH guiadas son dispersivas, la velocidad de grupo? es difer-

4Velocidad de propagacién del pulso formado por un conjunto de ondas de frecuencias
préximas y, también, velocidad de propagacion de la energia.
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ente a la velocidad de fase y tiene la siguiente expresién:

dw Cor  dS)

Cor = —— => Cgp = > = —
aqr aqr cr df

dk
La interpretacion grafica de esta definicion sobre el espectro de frecuencia
es que la velocidad de grupo en un punto de la rama es la pendiente de la recta
tangente a dicha rama en el punto considerado. Puede obtenerse de forma
sencilla una expresién analitica para la velocidad de grupo de los modos SHn
reales:

(2.33)

Cor = (2.34)

en la cual se observa que la velocidad de grupo adimensional es la inversa de
la velocidad de fase adimensional.

En la Figura 2.4 se representa la variacién de ¢, con la frecuencia para los
modos reales y para 2 < 20.

n=0

0.3

o2l |

0.1
0

Figura 2.4. Curvas de dispersién 2 — ¢4, analiticas de ondas SH guiadas. Modos reales

Para ilustrar con mayor claridad el concepto de velocidad de grupo es conve-
niente mostrar la propagacion de un pulso sencillo formado por la superposicion
de dos ondas con frecuencias muy préximas w; y ws, pertenecientes a la misma
rama SHn (es decir, al mismo modo), con la misma amplitud y propagandose
en la misma direccion y sentido:

Upuiso(2) = AU (2)e Frvtent) 1 A7) () gilkaytwst) (2.35)

T
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Por otro lado, si se emplean razones trigonométricas se obtiene:

A (e + P) = 24¢™5 cos (O‘ ; B ) (2.36)
Con este resultado se puede reescribir la ecuacién (2.35) de la siguiente
forma:
~ ; Ak A
Upuiso(2) = 24T (2) e::kmyt“’:t) cos (Ty + th) (2.37)
onaa portaaora \ -~ s

onda moduladora

donde k,, = (k1 + k2)/2, wym = (w1 +w2)/2, Ak = ko — k1 ¥y Aw = wy — wy.

Puede observarse en la ecuacion anterior que el pulso consiste en una onda
portadora de alta frecuencia w,, que viaja a una velocidad de fase ¢ = w,, /k,
modulada en amplitud por una onda de baja frecuencia Aw/2 que viaja a una
velocidad de grupo ¢, = Aw/Ak (en el limite se convierte en ¢, = dw/dk).
En la Figura 2.5 se representan los desplazamientos superficiales normalizados
producidos por un pulso de este tipo en un instante determinado, donde se
identifican claramente tanto la onda portadora como los paquetes de ondas.

Paquete de ondas (onda moduladora) og
1 \\ P .
‘F\\ ///ﬂ \ //‘n‘/ \ /f\ I / ﬂ\\ ///ﬂ
o8if]- 1 I ) Il P\ AR il i f
I T o S N A
S W e R R B W
N\ I ‘ il \ (\ [ [ S H ‘ Hx\ 1
OAL‘ \ //‘ L M H ‘ ,’\ ’ ‘ I H ‘\\ ! H ‘_
¥ TR T T 7
willl W‘\A’\“\‘/}. AT
L al W\ | AV A ]
sy 11RO
=AY
o] | U “‘ ‘H u’ ‘H I ‘\“/ WM v)/ il \“
-o.e—\‘/ ol “ / \l H | \\“ || I || | [ “
,/ \\ H‘ ‘\/ \\H H y \U H / \‘ I \\M
08 |- V/ \U ‘(‘// VU "\‘ // : U ) \\ i \U,
1// \/V N X N N
. Onda portadorg
0 05 1 15
Y,
/}‘moduladora

Figura 2.5. Pulso sencillo formado por dos ondas monocrométicas de frecuencias ligeramente
diferentes, del mismo modo, de igual amplitud y propagandose en la misma direccién

En el caso de ondas SH guiadas se tiene que ¢, < ¢ (este mismo com-
portamiento dispersivo lo exhiben las ondas producidas por una piedra en un
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estanque de agua en reposo’, y se denomina dispersion normal), salvo para el
modo SHO donde ¢, = ¢ (modo no dispersivo, que se propaga sin variacién de
la forma del pulso).

En lo que respecta a la estructura de los modos, las ecs. (2.22) y (2.29)
revelan que %, (z) es independiente de la frecuencia y del sentido de propagacién
(signo del nimero de onda).

Ondas SH como superposicion de ondas planas

Las ondas SH guiadas también se pueden estudiar como la superposicién de
dos ondas SH planas: una propagandose en la direccién z positiva y otra en la
direccion z negativa, ambas bajo un cierto angulo de inclinacién fgy en el plano
yz, como se muestra en la Figura 2.6. Si se reescribe la ec. (2.22) con funciones
exponenciales, la relacion entre ambos planteamientos se hace evidente:

Ag — 1B, ’ Ao +1B ,
Uy (y, 2, 1) = (OTZO) pilky+aztwt) (%) pilky—az+wt) (2.38)

/ QSH QSH

X
SH SH y

Figura 2.6. Ondas SH guiadas como superposicion de ondas SH planas

La inclinacién de las ondas SH respecto al eje z es:

k
tan gy = :l:E (2.39)

5Citando a Lord Rayleigh: “Con frecuencia se ha destacado que cuando un grupo de
ondas avanza en el agua en reposo, la velocidad del grupo es menor que la velocidad de
las ondas individuales de las que estd compuesto; las ondas individuales parecen avanzar a
través del grupo y desaparecer cuando alcanzan el frente del mismo”. Las ondas individuales
parecen originarse en la cola del grupo y avanzar hacia el frente del mismo, donde finalmente
desaparecen. Por tanto, en este caso de ondas en la superficie del agua en reposo se tiene que
Cgr < C.
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Para, y solo para, ciertas combinaciones de angulo de inclinacion y frecuen-
cia, definidas por la relacion de dispersion, la superposiciéon de ambas ondas
da lugar a una estructura estacionaria en la direccién z que se propaga en la
direccién y. A este hecho también se le denomina resonancia transversal de la
placa y constituye una explicacién alternativa al caracter multimodal de las
ondas SH guiadas.

2.2.2. Caso plano: ondas de Lamb

En los siguientes desarrollos se parte de una placa de un material elastico
lineal, isétropo y homogéneo de espesor d = 2h, en condiciones de deformacion
plana en el plano yz (u, = 0, d/0x = 0), cuyas superficies estan libres de
tracciones y cuya geometria se muestra en la Figura 2.1. Para resolver las
ecuaciones de Navier se emplea la representacién de Helmholtz, ec. (2.2). Los
potenciales que intervienen son:

1.

Vi = ¢ (2.40)
‘L
1 .

Vi, = S, (2.41)
Cr

Como se estan estudiando ondas arménicas propagandose en la direccion y
y estacionarias en la direccion z, los potenciales pueden escribirse en variables
separadas:

(Y, 2,1) = B(z)etrren (2.42)
Ue(y,2,t) = Pa(2)e!®vTe (2.43)

Sustituyendo estas expresiones en las ecs. (2.40) y (2.41) se obtienen sendas
ecuaciones diferenciales ordinarias para ¢ y 1., de la forma:

d295 w? 2
S (—L ~#)3 = 0 (2.44)
42y,
i Z k2 = 0 2.45
dz? * (cT )1/} (24)
cuyas soluciones son:
P(z) = Asen(pz) + Ay cos(pz) (2.46)
zzx(z) = Bisen(pz) + By cos(pz) (2.47)
donde: ) )
Pk =k (2.48)

CL CT



18 Capitulo 2. Ondas guiadas en placas

Siguiendo el planteamiento del libro de Achenbach [1], se distinguen entre
modos simétricos (Sn) y antisimétricos (An) con respecto al plano medio de
la placa z = 0. Los modos simétricos se llaman también modos longitudinales
porque el desplazamiento medio en el espesor va en la direccién longitudinal.
Los modos antisimétricos se llaman también modos de flexion porque el de-
splazamiento medio tiene direccién transversal.

Usando la relacion entre desplazamientos y potenciales, ecs. (2.9) a (2.11)
se obtienen los primeros, a partir de los cuales de consiguen las tensiones em-
pleando la ley de comportamiento del material. Asi, para los modos simétricos
o longitudinales se tiene:

uy(z) = ikAscos(pz)+ ¢Bcos(qz) (2.49)
u,(z) = —pAssen(pz) — ikBisen(qz) (2.50)
Gea(2) = —A(K* 4 p?) Ay cos(p2) (2.51)
Gyy(2) = Guw +2u[—k* Ay cos(pz) + ikqB, cos(qz)] (2.52)
G..(2) = Ouw — 2u[p* Ay cos(pz) + ikqB) cos(qz)] (2.53)
Gy:(y) = pl—2ikpAssen(pz) + (k* — ¢*) Bisen(qz)] (2.54)

u,(z) = tkAjsen(pz) — qBasen(qz) (2.55)
u,(z) = pA;jcos(pz) — ikBycos(qz) (2.56)
Gex(2) = —A(E* 4 p?)Aisen(pz) (2.57)
Gy(2) = G — 2u[k*Assen(pz) + ikqBasen(gz)] (2.58)
G..(2) = 0Ou — 2u[p*Aisen(pz) — ikqBasen(qz)] (2.59)
5e(2) = pl2ikpAscos(p2) + (K — ) Bycos(q)]  (260)

Aplicando las condiciones de contorno de tracciones nulas en las superficies
de la placa z = +h se obtiene un sistema de ecuaciones homogéneo cuyas
incognitas son los coeficientes desconocidos de la solucién general:

[?EZ; 1 - { 81 (2.61)

Particularizando para los modos longitudinales se obtiene:
—2uikpsen(ph) wu(k* — ¢*)sen(qh) Ay ] [0 (2.62)
—(A(K* + p?) + 2up?) cos(ph)  —2uikq cos(gh) Bi| |0 '
y para los de flexion:

o T et ity | [ 52] = [0] @9
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Sélo cuando el determinante de las matrices sea nulo los sistemas admiten solu-
ciones no triviales, las cuales corresponden a modos de propagacion de ondas
guiadas en la placa. Esta condiciéon proporciona dos ecuaciones caracteristicas
(conocidas como ecuaciones de Rayleigh-Lamb) que relacionan la frecuencia w
y el nimero de onda k para los modos simétricos y antisimétricos, respectiva-
mente’:

tan(gh) 4k?pq
) (@ R (260
tan(gh) _ (¢° — k)
tan(ph) 4k2pq (2.65)

Se trata de ecuaciones transcendentales que admiten un niimero infinito de
soluciones complejas. La solucién del sistema de ecuaciones anterior propor-
ciona también la siguiente relacion entre las constantes:

B 2ikpsen(ph) _ (k* — ¢?)cos(ph) (2.66)
A, (k2 — ¢?)sen(qh) 2ikq cos(qh) .
B, _ 2ikp cos(ph) _ (k* — ¢*)sen(ph) (2.67)
A, (k% — ¢?) cos(qh) 2ikgsen(qh) '

Para una determinada frecuencia ambas ecuaciones caracteristicas admiten
un numero finito de soluciones k reales, que corresponden a modos que se pro-
pagan (modos reales), un nimero infinito de soluciones complejas y un nimero
finito de soluciones imaginarias. Las soluciones con parte imaginaria no nula
corresponden a modos cuya amplitud decae exponencialmente en la direccion y
(modos evanescentes). De nuevo aparece la estructura multimodal caracteristi-
ca de las ondas guiadas.

Se definen las frecuencias de corte como aquellas para las cuales la ecuacion
caracteristica admite como solucion real un nimero de onda nulo, £k = 0. Esta
situacién corresponde a un modo que no presenta variacién respecto a y. Su
expresién analitica es la siguiente:

Qd:"dT” .o, =Ty (2.68)

donde ng y n. son ntiimeros naturales y k = <& = , /2=2Y_ Egtos valores corre-

cr 1—2v°
sponden respectivamente a situaciones de resonancia de ondas P y SV planas

6Para deducir estas expresiones se ha utilizadola siguiente relacién: A(k? + p?) + 2up? =
2 2
(A 2p) (k% +p?) = 2pk? = (A + 2p) & — 2pk? = pw? — 2pctk? = p(Ey — 2k%) = p(q® — k?),
donde pcz = A+ 2u y pcx = p.
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propagandose perpendicularmente a la placa, que se denominan respectiva-
mente resonancias dilatacionales y resonancias equivoluminales. Estas frecuen-
cias de corte corresponden a modos simétricos para valores pares de n. e impares
de ng y a modos antisimétricos para valores impares de n, y pares de nq.

Reescribiendo las ecuaciones de Rayleigh-Lamb, ecs. (2.64) y (2.65), en
términos de las variables adimensionales €2 y £ se tiene:

+1

an Q_; _ g2 2 9_22 _£2)(02 _ g2
tan(y/% ) [4e/(% @)@ -¢) 20
tan(y/Q2 — £2) (02 —2¢2)2

donde el signo del exponente, positivo o negativo, permite seleccionar la ecuacién
de modos simétricos o antisimétricos respectivamente. Se observa que la tnica
constante del material que interviene es k, que es por tanto el inico parametro
que influye en las raices de dichas ecuaciones. Las curvas de dispersién adimen-
sionales s6lo dependen del coeficiente de Poisson v.

Para valores muy grandes de la frecuencia, las ramas del espectro de fre-
cuencia se aproximan a una de las asintotas siguientes: la recta {2 = i—?f en el
caso de los modos fundamentales (S0 y A0), donde cg es la velocidad de las
ondas superficiales o de Rayleigh (que es también funcién exclusiva de v), o la
recta {2 = £ para el resto de modos.

Como ejemplo para ilustrar el aspecto de las curvas de dispersiéon de ondas
de Lamb se ha elegido un material con v = 0,25. Las soluciones k reales e
imaginarias de la ec. (2.64) se muestran en la Figura 2.7 con linea azul (modos
simétricos), y las soluciones reales e imaginarias de la ec. (2.65) se muestran
en la misma Figura 2.7 con linea roja (modos antisimétricos). Dicha repre-
sentacién grafica se ha realizado en un rango de frecuencias amplio, €2 < 20, y
muestra las ramas del espectro de frecuencia que estan contenidas en los planos
coordenados |Re(§)] — Q2 e |Im(§)| — 2. Sobre esta misma figura, en la parte
correspondiente a modos reales se han dibujado tres lineas punteadas cuyas
pendientes (/¢ = ¢) corresponden a velocidades de fase de valores c;, = v/3cr,
cr v cg = 0,919¢y, respectivamente.

Las curvas de dispersién con las velocidades de fase ¢ frente a la frecuencia se
muestran en la Figura 2.8 donde ademés se han senalado con lineas horizontales
punteadas las velocidades de referencia (cp, e¢r y cg) y con lineas verticales
punteadas las frecuencias de corte (Qgn, Qap)-
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Figura 2.7. Espectro de fecuencia £ — () de modos de Lamb reales e imaginarios para v = 0,25

Las curvas de dispersién con las velocidades de grupo adimensionales ¢,
frente a la frecuencia se muestran en la Figura 2.9.

Ningin modo de Lamb presenta un cardcter no dispersivo (¢ = cte) para
todas las frecuencias como sucedia con el modo SHO. Sin embargo, todos los
modos exhiben una dispersiéon minima en ciertos rangos de frecuencia, corre-
spondientes a aquellos tramos de la curva de dispersién donde la velocidad de
fase apenas cambia con la frecuencia (mesetas practicamente horizontales en la
Figura 2.8.

Para ilustrar con mayor claridad el concepto de velocidad de grupo es conve-
niente mostar la propagacion de un pulso sencillo. En la Figura 2.5 se muestran
los desplazamientos superficiales en un instante dado para un pulso sencillo for-
mado por dos ondas de frecuencias muy proximas, pertenecientes a la misma
rama, con la misma amplitud y propagandose en la misma direccion. Para on-
das de Lamb, a diferencia de lo descrito para ondas SH guiadas, en algunos
casos se tiene que ¢, > ¢ (las ondas individuales parecen originarse en el frente
del grupo y retroceder hacia la cola del mismo, donde finalmente desaparecen),
como sucede para el modo Ay para todo el rango de frecuencias (Figuras 2.8 y
2.9). A esta situacion se le denomina dispersion andmala. En la mayoria de los
casos se tiene ¢, < ¢ (dispersion normal), lo cual produce un comportamiento
de los pulsos similar al obtenido para ondas SH guiadas: las ondas individuales
parecen generarse en la cola del grupo y avanzar hacia el frente del mismo,
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Figura 2.8. Curvas de dispersién 2 — ¢ de modos de Lamb reales para v = 0,25

donde parecen morir. Se observa que algunas ramas tienen tramos con veloci-
dades de grupo negativas ¢, < 0, lo cual implica que el paquete de ondas y las
ondas individualmente se mueven en sentidos opuestos. Este hecho no sucede
en el caso de ondas SH guiadas.

“Backward waves”

Si se estudia la rama correspondiente a un modo determinado, Figuras 2.8
y 2.9, se observa que dicho modo no se propaga para todas las frecuencias
(salvo en el caso de los modos fundamentales S0 y A0). Matemdticamente es-
to significa que solo para valores superiores a una cierta frecuencia umbral la
ecuacion de Rayleigh-Lamb admite una solucién k real para dicho modo. En el
caso de las ondas S H guiadas esta frecuencia umbral coincide con la frecuencia
de corte, pero no sucede lo mismo en el caso de ondas de Lamb, donde existen
modos que se propagan para frecuencias inferiores a su frecuencia de corte (por
ejemplo los modos S1y A2).

En un rango de frecuencias inmediatamente por debajo de algunas frecuen-
cias de corte existen dos modos reales que, aunque dibujados como una linea
continua, no pertenecen a la misma rama (en la Figura 2.8 sucede en g y
Q42). Uno de estos modos presenta una velocidad de grupo negativa (ver Figu-
ra 2.9) y por ello se llama onda “backward”, puesto que su energia y su fase
viajan en sentidos opuestos. El otro modo tiene una velocidad de grupo pos-
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Figura 2.9. Curvas de dispersién 2 — ¢4, de modos de Lamb reales para v = 0,25

itiva. Este hecho se destaca etiquetando con nombres distintos los tramos de
curva correspondientes a ondas “backward” y a ondas “forward”.

La estructura de los modos de Lamb, a diferencia del caso antiplano, varia
con la frecuencia y con el sentido de propagacién, como puede extraerse de
las ecs. (2.49) a (2.60), (2.66) y (2.67). El cambio de direccién de propagacién
provoca el cambio de signo de una de las componentes de los desplazamientos.
El efecto del cambio de frecuencia es mas complejo y se abordara cuando se
obtengan las estructuras modales de los desplazamientos, lo cual se detalla en
el Capitulo 4.

La propagacién de una onda armoénica plana monocromatica (conteniendo
un dnico modo del espectro) hace que las particulas de la placa describan
trayectorias elipticas alrededor de su posicién indeformada, excepto para modos
imaginarios puros donde las particulas describen trayectorias rectas.

Ondas de Lamb como superposicién de ondas planas

Una forma alternativa de estudiar las ondas de Lamb consiste en superponer
cuatro ondas planas que se propagan en la placa con una cierta inclinacién en el
plano yz: una onda longitudinal P y otra transversal SV propagandose en la di-
reccién z positiva, y una onda longitudinal y otra transversal SV propagandose
en la direccién z negativa, como se muestra en la Figura 2.10. Al reescribir las
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soluciones de los potenciales de Helmholtz de las ecs. (2.46) y (2.47) con fun-
ciones exponenciales esta relacion se hace evidente:

oy, z,t) = (—Al — iAz) eilkutpztot) <—A1 il iAQ) e!Mump=tet) (2.70)

2 2
¢(y7 Z,t) — (@) ei(k:y-i—qz-‘rwt) . <@) ei(ky—qz-‘rwt) (271)
AZ
QSV 95\/
0, 1 6. ‘
N\ >
P SV Sv. P y

Figura 2.10. Ondas de Lamb como superposicién de ondas P y SV planas

Las inclinaciones de las ondas Py SV respecto al eje z son respectivamente:

tan(0p) = :I:% ; tan(fgy) = ig (2.72)

Esta superposicién de ondas da lugar, para ciertas combinaciones de fre-
cuencia, angulos de inclinacion y amplitudes, a estructuras estacionarias en el
espesor de la placa producidas por la interferencia constructiva, y que corre-
sponden a los distintos modos de Lamb. A este fenémeno se le llama resonancia
transversal de la placa.

2.3. Ondas cilindricas guiadas en placas ho-
mogéneas e isétropas

En esta seccion se estudia una onda cilindrica y arménica en régimen esta-
cionario, que se encuentra guiada en una placa plana e infinita de material
elastico lineal, homogéneo e isétropo, con espesor constante y con sus super-
ficies libres de tracciones, como se muestra en la Figura 2.11, donde se repre-
sentan su direccién de propagacion y su frente de onda. El desarrollo que se
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expondra para este tipo de onda sera similar al caso ya expuesto de onda plana,
por lo que se haran algunas referencias a éste ltimo en este apartado.

Para simplificar la descripcion matematica del problema, el sistema de ref-
erencia escogido es un sistema de coordenadas cilindricas. Este se elige de tal
forma que la coordenada 7 coincida con la direccion de propagacion de la onda,
la coordenada z sea perpendicular a la placa y tenga por origen el plano medio
de la misma, y la coordenada 6 quede definida por la regla de la mano derecha.

Z

Figura 2.11. Onda cilindrica guiada en una placa infinita. Geometria y sistema de coorde-
nadas

Los desplazamientos tendran la direccién de las coordenadas escogidas, sien-
do el desplazamiento radial u,. segtin la coordenada r, el desplazamiento vertical
u, segun la coordenada z y el desplazamiento circunferencial ug segin la coor-

denada 6.

Como ya hemos visto, la propagaciéon de ondas en un material elastico
lineal e isétropo estd gobernada por las ecuaciones de Navier (ec. (2.1)), por lo
que volveremos a emplear la representacién de Helmholtz para resolverlas (ec.
(2.2)), donde el campo de desplazamientos en éste caso vendra representado
por el siguiente vector:

u’f‘
u= | u, (2.73)
Ug

Las ecuaciones de onda que deben satisfacer los potenciales de la descom-
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posicion de Helmholtz son:

Vo= (2.74)
L,
1 .
V3, = V- (2.75)
T
2oy Y 200y _ 1.
Vo, 229 c%% (2.76)
oy Yo 209, 1
z @D@ T2 + 7'2 ae - C%_'d]e (277)

donde ¢;, y ¢ vienen dadas por la ec. (2.6) y el laplaciano, en coordenadas
cilindricas, tiene la siguiente expresion:

12(8) 102 02

2 _ . - -
Vi o= "or) Tirzeer T 92

— 2.
- ror (2.78)

En las expresiones de las ecs. (2.74) a (2.77) podemos comprobar que existe
acoplamiento entre los potenciales v, y 1y, algo que no ocurria en el caso de
ondas planas. Ademds puesto que la ec. (2.2) relaciona las tres componentes de
los desplazamientos con cuatro funciones de forma independientes, es necesario
anadir una restriccion adicional que establezca una relacion entre estas tltimas.
Habitualmente se emplea la siguente condicién (aunque no es la tinica vélida):

Vo1p=0 (2.79)

Empleando coordenadas cilindricas, la ec. (2.2) puede reescribirse como:

 Op 10y, Oty
e TR (2:80)
_ Op  10(r¢y) 109,
S FIL r 06 (2.81)
1 dp  OY, 0y,

Uy = —T—

00 0z or

(2.82)

Del mismo modo, la ec. (2.79) puede escribirse como:

1O(r.)  10¢g O, B
r  or +r 00 + 0z =0 (2.83)

Para aplicar las condiciones de contorno en las superficies superior e inferior
de la placa, es necesario emplear las ecuaciones de compatibilidad y la ley de
comportamiento a las ecs. (2.80) a (2.82) para obtener las expresiones de las
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tracciones en un plano z = cte. Por tanto, tras la aplicacion de lo anterior, en
el caso de tener simetria respecto al eje analizado se obtiene:

s e B;o o %ﬂ (2.84)
= g G o] 259
1 2

N gig(;] (2.86)

ordz | rofdoz 022 ' or\r Or

2
N afae(%)] (2.87)
8 18 82 . 18 , 182 82 :
SRR IC R

Orz =

[2 P Lo 0*1h. 0%ty 49 (1 @(T@ba))

or ordz 1 0z 10200 O
Loy, | 10%),
o T e } (288)
C[20% 1%, P, 1Py P
o0 = “{Faeaz e T o2 T aee oos| 2

Observando las ecs. (2.80) a (2.89), se comprueba que el problema tridimen-
sional no puede descomponerse en dos problemas desacoplados, como ocurria
en el caso de ondas planas.

No obstante para estudiar éste fenémeno de propagacion, podemos utilizar
los resultados analiticos establecidos por Achenbach [2] donde se expresa la
forma general de los distintos modos de propagacién de una onda en la placa.
Achenbach obtiene los desplazamientos que produce una excitacion armoénica,
aplicada internamente o en una de las superficies de la placa, como suma de
los modos simétricos y antisimétricos de propagacién a lo largo de la misma.
De forma general, expresa el campo de desplazamientos como superposicion
de un movimiento en el espesor de la placa y una onda portadora que define
la propagacion a lo largo de la misma, cada uno de éstos descompuesto en
sus componentes simétrica y antisimétrica respecto al plano medio de la placa.
Sucede que, independientemente de la onda portadora, siempre se obtienen las
mismas ecuaciones de dispersion que para el caso de frente de onda plano (ver
ec. (2.26) para ondas SH guiadas y ecs. (2.64) y (2.65) para ondas de Lamb).
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Por tanto, la propagacion de la onda se debe a la superposicion de las
propagaciones de dos tipos de ondas independientes: ondas SH (horizontal-
mente polarizadas) y ondas de Lamb, ambas definidas en términos de sus mo-
dos simétricos y antisimétricos.

Para el caso de ondas cilindricas, la onda portadora viene definida por las
funciones de Hankel, mientras que al analizar el movimiento en el espesor de
la placa obtenemos la ya conocida ecuaciéon de Rayleigh-Lamb. Segin dichos
resultados, la variacién espacio-temporal de las variables del campo de de-
splazamientos para una onda circular y arménica admite la siguiente expresion
en variables separadas:

Fr,z,0,t) = G(2)h(r,0)e™" (2.90)

donde w es la frecuencia angular, g(z) es la estructura de la onda guiada a
través del espesor de la placa y /f;(r, 0) es la funcién que absorbe la dependencia
respecto a las variables r y 6. En la propagacion de ondas cilindricas, debido
a que el factor e aparece en todas las variables, se puede simplificar la no-
tacién definiendo unas variables auxiliares (con gorro) dividiendo las originales
por dicho factor. Estas nuevas variables son funciones exclusivas de r, z y 0 y
representan la estructura de la onda guiada a través de la placa.

Consideraremos el caso de una placa de un material elastico lineal, isétropo
y homogéneo de espesor d = 2h, cuyas superficies estan libres de tracciones y
cuya geometria se muestra en la Figura 2.11.

2.3.1. Caso antiplano: ondas SH guiadas

Las expresiones (deducidas por Achenbach [2]) que definen de forma general
los modos de propagacion en la placa para una onda SH con nimero de onda
k, aplicadas al caso de coordenadas cilindricas y eliminando de las mismas la
dependencia temporal, son las siguentes:

. 1~ o

U, = HU(z)a—;D(r,H) (2.91)
Uy = —%ﬁ(z)g—f(r,e) (2.92)
i, = 0 (2.93)

donde 1)(r, 0) es solucién de la ecuacién de onda reducida de membrana:

V2 + k*p = 0 (2.94)
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Para determinar el valor de la funcién que representa el movimiento en el
espesor de la placa, U(z), usamos la siguiente ecuacion diferencial:

i — 2.
7.2 +q°U (2.95)
donde:
W2
@ = —- — k2 (2.96)
Cp

Si ahora distinguimos entre las componentes simétrica y antisimétrica de
los modos de propagacion de las ondas SH respecto al plano medio de la placa
(z = 0), podemos obtener dos soluciones para la ec. (2.95):

= para los modos simétricos:

(75(2) = cos(qz) (2.97)

= para los modos antisimétricos:

(/]\A(z) = sen(gz) (2.98)

Ademas, aplicando la condicién que establece que las superficies de la placa
estén libres de tracciones obtenemos que:

nm
T 2n
siendo n un numero natural. Cada valor de n corresponde a un modo distinto

(que se designard como SHn), correspondiendo los valores de n pares a los
modos simétricos y los impares a los modos antisimétricos.

q (2.99)

Por tanto, usando las ecs. (2.91) a (2.93), el campo de desplazamientos
para las componentes correspondientes a los modos simétricos, en coordenadas
cilindricas, queda de la siguiente forma:

1 nwz 812
~s _ 1 nmz\ oy
U= cos( o > 50 (r,0) (2.100)
1 nmz\ 0y
~S _ - [taiad Tk
o = kcos( - ) o (,) (2.101)
u? = 0 (2.102)

Por otro lado, la funcién J(r, ) debe verificar la ecuacién de onda corre-
spondiente:
P 100  10%

o tror T TRV =0 (2.103)
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cuya solucién general tomamos de la forma:
@/Zz\(r, 0) = @(r)sen(m@) (2.104)

no obstante Achenbach sélo considera el valor m = 1, con lo que la solucion a
la ec. (2.103) queda de la forma:

o(r,0) = U(r)sen(0) (2.105)

Observamos que en su desarrollo Achenbach considera, para las ondas SH,
solo la forma antisimétrica de los desplazamientos segiin la coordenada €; no
obstante, esta expresién se generalizara en un apartado posterior en la forma

e para considerar simultdneamente las componentes simétrica y antisimétri-
ca de la dependencia con 6.

Al sustituir la expresion dada por la ec. (2.104) en la ec. (2.103) obtenemos
la ecuacién de Bessel:

B2V 14V m2y ~
C L2y (k2 )qf -0 2.106

dr? + r dr * ( r2 ( )
donde se concluye que la dependencia con la coordenada radial viene expresada
en términos de las funciones de Hankel:

U(r) = AgHD(kr) + BeH® (kr) (2.107)

Teniendo en cuenta que la variacién temporal es e™?, la segunda funcién de
Hankel, H (kr) representa la propagacion de la onda hacia valores r — +o00
mientras que la primera funcién de Hankel, H (kr) representa la propagacién
para valores 7 — 07. Teniendo en cuenta que Achenbach toma en sus expre-
siones el valor m = 1, en adelante las funciones Hr (kr) v H (k:r) se expre-
sardan como HW (kr) y H®(kr), respectivamente, donde se sobreentendera el
valor m = 1 aunque no aparezca dicho subindice.

En este desarrollo sélo supondremos propagacion hacia valores r — +oo,
por lo que la solucién de la ec. (2.106) vendréd expresada en términos de la
segunda funcién de Hankel:

U(r) = H(kr) (2.108)

"En el Capitulo 3 se estudiard la dependencia de la direccién de propagacién en funcién
del niimero de onda y se verificaran las afimaciones aqui realizadas.
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Teniendo en cuenta lo anterior, el campo de desplazamientos debido a las
ondas SH viene dado por las siguientes expresiones:

i, — %[/j(z)H(z)(kr)cos(H) (2.109)
i = —%ﬁ(z)%[H@)(kr)]sen(G) (2.110)
@ o= 0 (2.111)

siendo estas expresiones las correspondientes a los desplazamientos de los mo-

dos simétricos al sustituir la funcién U(z) por la expresién cos (”2—7;f> y a los

modos antisimétricos al sustituir dicha funcién por la expresién S(%Il(%).

En cuanto a las tensiones, las expresiones generales de las mismas quedan
de la siguente forma:

G,y = ﬁ@)[%%[mﬂ(m}—%H@(m} cos(6) (2.112)
Gy = uﬁ(z)[%%[l—[@(krﬂ+<k—%>H(2)(kr)]sen(0) (2.113)

Vemos que hemos obtenido las mismas expresiones (ecs. (2.96) y (2.99)) que
en las ondas SH del caso plano, por lo que el espectro de frecuencias, correspon-
deria al mostrado en la Figura 2.2 y por consiguiente también obtendriamos
los mismos diagramas de dispersiéon para la velocidad de fase (Figura 2.3) y
velocidad de grupo (Figura 2.4). Ademas, observamos que las funciones U(z)
obtenidas para frente de onda cilindrico (ecs. (2.97) y (2.98)) coinciden con las
estructuras modales de las ondas SH guiadas con frente de onda plano (ecs.

(2.27) v (2.28)).

Por tanto, todo lo comentado de dichas representaciones para las ondas SH
del caso plano es de aplicacion a las ondas SH del caso cilindrico, con la salvedad
de que para estas ultimas no tiene sentido la propagacion hacia r — —oo, ya
que siempre 7 > 0, por lo que en este caso la propagacion sera hacia r — 0. Por
ultimo, la dependencia de la direccion de propagacion con el nimero de onda
k sera estudiada y justificada posteriormente en el Capitulo 3.

2.3.2. Caso plano: ondas de Lamb

Las expresiones (presentadas por Achenbach [2]) que definen de forma gen-
eral los modos de propagacién en la placa para una onda de Lamb con niimero
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de onda k, aplicadas al caso de coordenadas cilindricas y eliminando de las
mismas la dependencia temporal, son las siguentes:

P
u, = EV(Z)E(T, 0) (2.114)
PN
up = HV(,Z)%(&Q) (2.115)
u, = W(=)e(r,0) (2.116)

donde @(r, 0) es solucién de la ecuacién de onda reducida de membrana:

Vo+kp=0

(2.117)

Las funciones que representan el movimiento en el espesor de la placa, V(z)

y W(z), pueden ser expresadas en modos de Lamb simétricos y antisimétricos,
respecto al plano medio de la placa (z = 0), de la siguiente forma:

= para los modos simétricos:

V() = S cos(pz) + Sy cos(qz) (2.118)
/Ws(z) = Sssen(pz) + Sysen(qz) (2.119)
= para los modos antisimétricos:
VA(z) = Ajsen(pz) + Agsen(qz) (2.120)
WA(z) = Ajscos(pz) + Aycos(qz) (2.121)
donde:

S1 = 2cos(qh) (2.122)

k’2 _ q2
Sy = —[ 12 } cos(ph) (2.123)

— _of?

Sy = Q(k) cos(qh) (2.124)

2 _ 2
Sy = —[k q } cos(ph) (2.125)
Ay = 2sin(qgh) (2.126)

k’2 _ q2
Ay = —[ 12 }sen(ph) (2.127)

— ofP
Ay = 2<k>sen(qh) (2.128)
2 _ 2

Ay = [k a ]sen(ph) (2.129)
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y ademas:
2 2 w® 2
Cr

2

2 _ Y
p = C%
Comparando las ecs. (2.118) a (2.130) con las ecs. (2.66) y (2.67) del caso
plano, se observa que ambos grupos de soluciones coinciden y puede obtenerse

una relacion entre las constantes que aparecen en ambos grupos de expresiones:

[?(z)} L= [ay(z)] (2.131)

plano

e, - [, e

Por otro lado, la funcién @(r,#) debe verificar la ecuacién de onda corre-
spondiente:

+=—L+kyp = 0 (2.133)
cuya solucién tomamos de la forma:
P(r,0) = d(r)cos(mb) = D(r) cos(h) (2.134)

donde de nuevo tomamos m = 1, siendo consistentes con la notacién empleada
para ondas SH guiadas. Observamos que en su desarrollo Achenbach considera,
para las ondas de Lamb, sélo la forma simétrica de los desplazamientos segin
la coordenada 6; no obstante, ésta expresion se generalizara en un apartado
posterior en la forma e, para considerar simultdneamente las componentes
simétrica y antisimétrica de la dependencia con 6.

Al sustituir la expresion anterior en la ec. (2.133) resulta la ecuacién de
Bessel, que generalizando para uyn valor cuaalquiera del parametro m, resulta:
&P 1dd m2y ~
> T (GE S [ 2.135
dr?  rdr r2 ( )
donde se concluye que la dependencia con la coordenada radial viene expresada
en términos de la funcién de Hankel:

B(r) = AgH\(kr) + BoH? (kr) (2.136)

Anélogamente al caso de ondas SH cilindricas, teniendo en cuenta que la
variacién temporal es ™!, la segunda funcién de Hankel, HP (kr), representa la
propagacién de la onda hacia valores r — +00 mientras que la primera funcién
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de Hankel, anl)(kr), representa la propagacién para valores r — 0°. Por tanto.
en adelante supondremos propagacion hacia valores r — 400, por lo que la
solucién de la ec. (2.135) vendra expresada en términos de la segunda funcién
de Hankel, por lo que usando la misma notacién que en el caso de ondas SH al
considerar m = 1 tenemos:

(r) = HO(kr) (2.137)

Teniendo en cuenta lo anterior, el campo de desplazamientos debido a las
ondas de Lamb viene dado por las siguientes expresiones:

@ = %?( ) 887“ [H@)(kr)] cos(6) (2.138)
dy — —%\7(2)]{(2)(l€r)sen(0) (2.139)
4. = W(z)H® (kr)cos(0) (2.140)

siendo estas expresiones las correspondientes a los desplazamientos de los mo-
dos simétricos al sustituir las funciones V (z) y W( ) por las expresiones dadas
en las ecs. (2.118) y (2.119), respectivamente, y a los modos antisimétricos al
sustituir dichas funciones por las ecs. (2.120) y (2.121), respectivamente.

Para aplicar la condicién de contorno de superficies libres de tensiones cal-
culamos la expresion de dichas tensiones, que en el caso de los modos de Lamb
simétricos tienen las siguientes expresiones:

55 = —¥5( )%%[H@Mm} cos(6) (2.141)
75 = Y ()HP(kr)cos(6) (2.142)
ar = 5.(2)HP (kr) cos(0)

~ 55 (2) [%% HO (k)| - #H@)(kr)] cos(f)  (2.143)
55 = —Egz(z)%H(Z)(k;T)sen(ﬁ) (2.144)
55 = zfg(z)[—ég[ﬂw(k )]+#H (kr)}sen(e) (2.145)

8En el Capitulo 3 se estudiard la dependencia de la direccién de propagacién en funcién
del niimero de onda y se verificaran las afimaciones aqui realizadas.
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donde:
¥2.(2) = p[Sssen(pz) + Sesen(qz)]
2 (2) 1[S7 cos(pz) + Ss cos(qz)]
¥5(2) = p[Secos(pz) + Sipcos(gz)]
$5.(2) = p[Siicos(pz) + Sizcos(gz)]
Sh(z) = —X%(2)
Sh(2) = E5(2)

siendo los coeficientes de las expresiones anteriores:

Ss = 4pcos(qh)

S = [%] cos(ph)

S7 = [2@] cos(qh)

Sy = — [2@} cos(ph)
Sy [2 (2" :2 — q2)} cos(qh)
Sy = [2@] cos(ph)

S11 = 4cos(qgh)

Sia = —[2%;2(12)} cos(ph)

35

(2.152)

(2.153)

(2.154)
(2.155)
(2.156)

(2.157)
(2.158)

(2.159)

De forma similar, las expresiones de las tensiones para el caso de los modos

de Lamb antisimétricos tienen las siguientes expresiones:

(2.160)
(2.161)

54— _vat9 e
G = —IAE)T o [HO (k)| cos(6)
o = 24 ()HP(kr)cos(6)
oA = SA()HP (kr)cos(d)
_san L9 Tg@gn] - L g
E”(Z)[kr - [H (m)} —H (/m«)] cos(d)  (2.162)
= Eﬁz(z)kiH(Q)(kr)sen(Q)
T

(2.163)

5A = E;“e(z)[———[H(Q)(kr)}—I—#H(Z)(k;r)}sen(ﬁ) (2.164)
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donde:
S4(2) = p[Ascos(pz) + Agcos(qz)] (2.165)
$0.(2) = p[Arsen(pz) + Asgsen(qz)] (2.166)
>4 (2) ([ Agsen(pz) + Ajgsen(qz)] (2.167)
>4 (2) p[Arrsen(pz) + Aszsen(qz)] (2.168)
Thu(2) = —57.(2) (2.169)
¥ (2) S4 (2) (2.170)

siendo los coeficientes de las expresiones anteriores:

As = —dpsen(qh) (2.171)
As = —[%wa]sen(ph) (2.172)
A = [2@]5&1(({@ (2.173)
Ay = —[2@}%@@ (2.174)
Ay = [2(2p2_:2_q2)}sen(qh) (2.175)
A = [2@]&%@@ (2.176)
Ay = d4sen(gh) (2.177)
Ay = —[ (ka;q)}sen(ph) (2.178)

Si aplicamos las condiciones de contorno en tensiones, segin las cuales son
nulas las tensiones en los planos z = +h, obtenemos las tres igualdades sigu-
ientes:

de las cuales 7,.(h) = 0 se satisface automdticamente y las otras dos son
equivalentes entre si. Por tanto, de lo anterior obtenemos las ecuaciones de
Rayleigh-Lamb, que para los modos simétricos son:

tan(gh) 4k*pq (2.180)
tan(ph) — (¢* — k?)? '

y para los modos antisimétricos:
t h 2 k?)?

tan(ph) 4k2pq
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Vemos que hemos obtenido las mismas expresiones (ecs. (2.130), (2.180)
y (2.181)) que en las ondas de Lamb del caso plano, por lo que el espectro
de frecuencias corresponderia al mostrado en la Figura 2.7 y por consiguiente
también obtendriamos los mismos diagramas de dispersién para la velocidad
de fase (Figura 2.8) y velocidad de grupo (Figura 2.9).

Por tanto, todo lo comentado para las ondas de Lamb del caso plano es
de aplicacion a las ondas de Lamb del caso cilindrico, con la salvedad de que
para estas tultimas no tiene sentido la propagacion hacia r — —oo, ya que
siempre r > 0, por lo que en este caso la propagacion sera hacia r — 0. Por
ultimo, la dependencia de la direccion de propagacion con el nimero de onda
k sera estudiada y justificada posteriormente en el Capitulo 3.

2.3.3. Problema total de propagacién de ondas cilindri-
cas

Como hemos comentado anteriormente, la solucién desarrollada por Achen-
bach establece una forma general de los desplazamientos de una onda en la
placa como la superposicién de las propagaciones de dos tipos de ondas inde-
pendientes: ondas SH y ondas Lamb, ambas definidas en términos de sus modos
simétricos y antisimétricos respecto al plano medio de la placa (z = 0). Por
tanto, la expresion global de los desplazamientos de la onda cilindrica sera la
suma de las expresiones de los desplazamientos de las respectivas ondas SH y
Lamb.

Sumando los desplazamientos de ambos tipos de onda segin sus compo-
nentes r, z y 0, obtenemos el campo total de desplazamientos, que tiene la
siguiente expresion:

0 = A%V(z)%[H@)(kr)] 005(9)—i—B%ﬁ(z)H(Q)(kr)cos(@) (2.182)
U, = AW(2)H® (kr)cos(6) (2.183)
- —A%V(Z)H@)(kr)sen(e)—B%U(z)%{ff@)(m)}sen(e) (2.184)

donde U(2), V(2) y /W(z) vendran definidos por las ecs. (2.97), (2.118) y (2.119)
para los modos simétricos, y por las ecs. (2.98), (2.120) y (2.121) para los modos
antisimétricos. Observamos que sélo aparecen dos constantes, siendo la misma
constante la que multiplica a cada modo en las tres componenetes del campo
de desplazamientos (A para las ondas de Lamb y B para las ondas SH).
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2.3.4. Generalizacion del Problema de propagacién de
ondas cilindricas

La solucién al problema de la propagacién de ondas dada por Achenbach [2]
puede generalizarse considerando simultaneamente las componentes simétrica
y antisimétrica de la dependencia de los desplazamientos con la coordenada
circunferencial 6. Para ello, podemos emplear las expresiones establecidas por
Zhao [10] en base al desarrollo de Achenbach, con lo que obtendriamos unas
ecuaciones para los desplazamientos de la onda cilindrica donde la dependen-
cia con la coordenada 6 se expresaria mediante el factor ¢™?, lo que conlleva
realizar un desarrollo en Series de Fourier de los desplazamientos segin la co-
ordenada circunferencial 6 (siendo m el orden de dicho desarrollo).

Segun esta generalizacion, las ecs. (2.104) y (2.134) quedarian respectiva-
mente de la siguiente forma:

b(r,0) = T(r)e™ (2.185)
p(r,0) = B(r)e™ (2.186)

donde \TI(T) y 5(7“) vienen dados respectivamente por las siguientes expresiones
(considerando propagacion hacia r — +00):

= HY(kr) (2.187)
(r)y = H®(kr) (2.188)

siendo HT(HZ)(/{T) la segunda funcién de Hankel de orden m’.
Las expresiones del campo de desplazamientos para las ondas SH (ecs.

(2.109) a (2.111)), tras la generalizacién de la dependencia con la coordena-
da circunferencial, vienen dadas por:

A = RO HP (ke (2.159)
~(SH JREN 0 im

Al —EU(z)a[H,Sf)(kr)}e 0 (2.190)
AiSH) — 0 (2.191)

Las expresiones del campo de desplazamientos para las ondas de Lamb (ecs.
(2.138) a (2.140)), tras la generalizacién de la dependencia con la coordenada

9El orden m viene dado por el orden del desarrollo en serie de Fourier considerado para
el campo de desplazamientos
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circunferencial, vienen dadas por:

l~, .0 ;
~(Lamb) _ = el [ 2) i| imo
U, kv<z)37’ Hy) (kr)|e (2.192)
agbem) Zkﬁ‘//\'(z)ﬂg) (kr)e™® (2.193)
T
agLamb) — W(Z)Hg) kT)eimH (2194)

Por tanto el campo de desplazamientos total, tras la generalizacion de la
dependencia con la coordenada 6, vendra dado por la superposicion de las
propagaciones de los dos tipos de ondas anteriores:

[e.o]

1~ .0 1m ~ o
= _ _ (2) (2) imb _iwt
Uy m§_oo (A kV(z) o [Hm (kr)] + B - U(z)H? (kr))e e™' (2.195)
u, o=y AW()HP (kr)e™et (2.196)
_ N ime ) Cpla 0 imé it
" m;oo (4 g V() (k) = BRUG) 5, HED (k)| ) moe (2.197)

donde las funciones que definen la dependencia con z dependen de si se emplean
los modos simétricos o antisimétricos respecto al plano z = 0.






Capitulo 3

Formulacion semi-analitica para
ondas guiadas en placas

3.1. Introduccion

La propagacion libre de las ondas guiadas en placas, incluso en el caso més
sencillo de placas elasticas homogéneas, esta gobernada por ecuaciones carac-
teristicas con un aspecto aparentemente simple pero de gran complejidad, que
solo pueden ser resueltas analiticamente en el caso antiplano, mientras que en
el caso plano, ondas de Lamb, s6lo puede resolverse numéricamente. En el caso
general de placas laminadas, las ecuaciones caracteristicas analiticas de las on-
das guiadas se obtienen como el determinante de una matriz que se construye
con el Método de la Matriz de Transferencia (Thomson-Haskell) o el Método de
la Matriz Global (Knopoff), siendo necesario recurrir a algoritmos numéricos
muy complejos para localizar las raices de dicho determinante, sobre todo en
el caso de raices complejas.

Una alternativa a los métodos anteriores consiste en emplear un planteamien-
to variacional para obtener una ecuacién caracteristica aproximada. En este
capitulo se describe una formulacion semi-analitica de Elementos Finitos para
estudiar el comportamiento de las ondas guiadas en placas laminadas. Su for-
mulacion comienza planteando una separacion de variables sobre la solucion
elastodindmica en la placa y suponiendo una variacién armoénica en todas las
variables salvo en la coordenada transversal. A continuacion la seccién transver-
sal se subdivide en elementos, en cada uno de los cuales se aproximan unas
determinadas funciones, que aparecen tras realizar una separacion de variables
en la ecuaciéon que proporciona campo de desplazamientos exactos de la pla-
ca, a través de funciones de interpolacién unidimensionales. Esta aproximacion
es valida bajo la hipotesis de que el elemento sea mucho mas pequeno que la

41
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menor longitud de onda presente en el material.

Utilizando esta solucién semi-analitica en la expresion del Principio de los
Trabajos Virtuales se obtendran las matrices de rigidez y de masa de la placa
infinita. Se describird cémo, en el caso de superficies libres de tracciones, este
procedimiento proporciona un sistema de autovalores cuadratico que relaciona
la frecuencia y el nimero de onda de las ondas guiadas, y que representa por
tanto una ecuacion caracteristica aproximada. La solucion de dicho sistema
constituye una aproximacién del espectro de frecuencia y de las curvas de dis-
persion, asi como de la estructura de los desplazamientos de cada modo en la
seccion transversal.

3.2. Formas fuerte y débil de la Elastodinanica

Las ecuaciones de equilibrio interno, compatibilidad y comportamiento de
un problema armonico en 3D segin la Teoria de la Elasticidad son (forma
fuerte):

04,5 + pw2ui =0 (31)

1
eij = 5 (i + ) (3.2)
0i5 = 2[&8@‘ + )\ekkéij (33)

Siguiendo el desarrollo presentado por Kausel [6] y aplicando las expresiones
para el campo de desplazamientos en la placa obtenidas por Sezawa [9], vamos
a transformar las expresiones anteriores en una forma més adecuada para la
resolucién del problema de la propagacién de ondas cilindricas.

Como notacion se empleard la variable con una barra subscrita cuando se
trate de un vector y en negrita cuando sea una matriz.

3.2.1. Desplazamientos modales

Segun el sistema en coordenadas cilindricas mostrado en la Figura 3.1, los
desplazamientos segin la direcciones radial, vertical y tangencial se denotaran
como u,, U, y ug, respectivamente. Estos desplazamientos pueden ser expresa-
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X

Figura 3.1. Sistema de referencia y componentes del campo de desplazamientos en coorde-
nadas cilindricas

dos como desarrollos en Series Finitas de Fourier de la forma siguiente!:

U, = Z(@m’m cos(mb) + Upam sen(mb))e™’ = 1, e (3.4)

m=0
Uy =Y (Tagm 08(mB) + Tag my sen(mb))e™" = T, ! (3.5)
m=0

[e.o]

upg = Z(—ag&m sen(mb) + Upam cos(mb))e™" = iy ™" (3.6)

m=0

donde los subindices s y a representan las componentes simétrica y antismétri-
ca de las estructuras de los desplazamientos, siendo el pardametro m el orden
del desarrollo.

El desarrolllo en series de Fourier en direccién 6 admite dos notaciones
equivalentes, una como suma de senos y cosenos para € [0,+00) y otra
como exponenciales del tipo ™ para 6 € (—oo, +00). La relacién entre ambas
notaciones es la siguiente:

Ursm = [ur,m + ur,fm] Uram = —1 [ur,m - ur,fm} (37)
Uzsm = [Uz,m + uz,—m] Uzqm = —1 [uz,m - uz,—m]
Uhs,m = [u0,m + u@,—m] Uha,m = —1 [UG,m - u@,—m] 3.9

ISiendo consistentes con la notacién del capitulo 2, para indicar que no consideramos la
dependencia temporal usaremos variables con gorro.
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Para simplificar la notaciéon, podemos eliminar la dependencia temporal
(que viene dada por el factor ') y agrupar términos de la siguiente forma:

U. = T ~ [ cos(mf) | = .. cos(mb)

Uy = X:O |: Ursm  Ura,m } I SGH(T)’ZQ) :| o Zjoﬂrsa,m |: Sen(m&) (310)

1. —= S -~ ~ [ COS(mQ) . - —~ COS(m@)

U, = Z::O [ Uzsm  Uza,m :| i sen(mQ) } o Xz:oﬂzsa,m |: Sen(m&) (311)

Uy = T ~ [ —sen(mf) | S —sen(mé)

Uyg = Z |: Ugs,m  Uha,m } cos(m@) :| - ZQGSa,m |: COS(mG) (312)
m=0 L —

U, = Uy g €™ (3.13)
u, = Us o €™ (3.14)
Up = Y Tgmie™ (3.15)

Podemos observar que los desplazamientos “en el plano” se acompanan del fac-
tor e mientras que los desplazamientos “fuera del plano” lo hacen del factor
e,

Las amplitudes modales (para el caso de cargas arménicas) son funciones
solamente de r y z, y no dependen de 6. El signo menos introducido en el térmi-
no seno del desplazamiento tangencial (ec. (3.12)) tiene el efecto de producir la
misma ecuacién de desplazamiento (ecuacién de onda) para las componentes
simétrica y antisimétrica (es decir, producird la misma matriz de rigidez en la
formulacién de elementos finitos).

Es conveniente dividir el vector de desplazamientos de la siguiente forma:

BRI ] el Bt I ok it RS
(5] = 55 )[ 20 ] - S [l

] (3.17)

QQsa,m |:

~ u ~ ~
ulsa,m = |: P :| QQsa,m = [ Q@sa,m } (318)
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O bien, si empleamos la notacién exponencial resulta:

~

] - X i) e R mae o

[To ] = > [Tgm | €™ = " Gy ic™ (3.20)
donde:
B = |27 ] B[] (3.21)

Por tanto el vector de desplazamientos modales queda expresado, en notacion
exponencial, de la siguiente forma:

~
o0 [e%S)
Ur,m

a o u o
u = E ._Al,m ezm9 6uut _ § Usm ezm9 6zwt (322)
ZyQ,m

La peculiar eleccion de las dependencias angulares en los dos desarrollos en
serie para m# ([ —sen(m#) , cos(mb) }T, ie"™?) se justifica porque las derivadas
respecto a la coordenada 6 en ambos casos proporcionan las mismas relaciones
entre las sucesivas derivadas de la funcién con respecto a 6 y la funcion original.
Asi, denominando los términos senoidales como:

o= iy | Lew=| T | e

tenemos:
U] = mip,me), Sl )] = —mlf ()] (3:24)
LU mo)] = =g mb). (. ()] = —m?[f (o) (325)
L) = mfie) Clie] =~ (3.20)
L) = il Lot - _pem) (327)
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Relacion entre Desplazamientos y Deformaciones

En coordenadas cilindricas, las ecuaciones de compatibilidad se expresan
segun las siguientes ecuaciones:

€gp =

€2z =

Yrz =

Yro =

Yo =

ou,

or

ur | 10us
r r 00
ou,

0z

ou, n ou,
0z or
1811/7« i aUQ
r 060 or
% + lauz
0z r 00

Up

r

(3.28)
(3.29)
(3.30)
(3.31)
(3.32)

(3.33)

Sustituyendo en las expresiones anteriores los desplazamientos (ecs. (3.10)
a (3.12)), eliminando la dependencia temporal (que viene dada por el factor
e“!) y agrupando términos, las deformaciones quedan de la siguiente forma
(empleando tanto notacién senoidal como exponencial):

57“7"

€00

622

~
rYT'Z

Yro

Y6z

w0
@D
=
3
> D
~— —

— — ~— — — —
L ] L 1 L 1

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)
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donde:
ou
E, = — 3.40
Errsa,m or ( )
1
g@@sa,m = ; <@rsa,m - mg&sa,m) (341)
ou
E = — 3.42
Ezzsam BP ( )
~ i a@rsa,m + a@zsmm (3 43)
zrzsa,m - 82 87” :
~ 1 ~ ~ a@%a,m
Zresa,m - ; <m@rsa,m - Q&sa,m +r or ) (344)
i o,
~ _ Yzsa,m sa,m 3.45
Zsta,m (m r + Oz ) ( )
o bien:
ou,
Arr m —n 3.46
e, or ( )
1
g@@,m = ; (ﬁr,m - maﬂ,m) (347)
ou
Azz m 7 3.48
£z 0z ( )
ou, ou
Arz m o ik 3.49
2, 0z + or ( )
R 1/ N Oy m
rOom — rom m : 3.50
Tro, " (mu 7 Ugm + T o > ( )
~ az m aa@ m
zm : : 3.51
ez, (m r + 0z > ( )

Vemos que con las deformaciones sucede lo mismo que sucedia antes con los
desplazamientos, es decir, las deformaciones modales son funciones solamente
de r v z, no de 6. Ademaés podemos escribir las expresiones anteriores de forma
méas compacta empleando la siguiente notacion matricial:

- L (3.52)

I
=)

~ ~

donde§: |:§rrsa,m’ é@@sa,m’ §zzsa,m7 2 »

~

T
Lrzsa,m’ LrOsa,m’ lezsa.m :| es el vector de

. ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ T
deformaciones modales (€ = [ Errims €00,ms Ezzms Yrzm> Vrom, Vozm } para

notacién exponencial), U = | Upgqm> Ursams Uosam

|:/\ A~ A~

}T es el vector de desplaza-

. ~ ~ ~ ~ T ., .
mientos modales (u = [ Upm, Uzm, Ugm } para notacion exponencial), y L
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es un operador matricial formado por derivadas parciales que relaciona ambos
vectores, que tiene la siguiente expresion:

o)
20 0
ar
Fon
0 2 0
L=| 2o 82: 0 (3.53)
m 0 (1
5 0 7“5(;)
m ol
U

Conviene resenar que la matriz L s6lo depende de la coordenada radial r.

Para simplificar aiin mas la notacion, es conveniente dividir el vector de
defomaciones modales en sus componentes “en el plano” y “fuera del plano”;
asi:

€

e = | (3.54)
135

donde el campo de deformaciones puede expresarse como funcién de las compo-

nentes de las deformaciones modales, en notaciéon exponencial, de la siguiente

forma:

0o
g = 2 glm ezm@ ezwt (355)
m=—00
0o
g = Y By ie™ ™ (3.56)
m=—00
siendo:
Err,m
~ . g@Q,m -~ _ %am
Eim=| = ; Eam=| 2 (3.57)
Ezz,m Yoz,m
Vrzm

Por tanto, la relacién modal entre deformaciones y desplazamientos quedara segin
la expresion:

Eim = LUy, +mLp Uy, (3.58)

Eom = mloy Uy, + Loo Uy, (3.59)

donde el operador matricial L se formula consistentemente como:

L = {L“ mL”} (3.60)

mbLg; Lo
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siendo:

)
5 0 0
L) 1

Lll = 6 9 L12 = OT (361)

%
P
9 or 0
(3.62)

1o ri(l)

Ly — {6 } L22=[ o\ (3.63)

3.2.3. Relacion entre Tensiones y Deformaciones

Para obtener la expresion de la Ley de Comportamiento de nuestro proble-
ma, vamos a expandir las tensiones de las misma forma que antes lo hicimos con
las deformaciones, siendo entonces la relacién entre las respectivas componentes
modales la siguiente:

c = De=D¢ge*t (3.64)

donde D es una matriz que contiene las propiedades del material. En general,
D es una funcion de r, z y 6, debido a que las propiedades del material de-
penden del punto del mismo donde consideremos el estudio. No obstante, en
nuestro caso, al tener una placa de material elastico, homogéneo e isétropo, las
propiedades son independientes del punto considerado y por tanto la matriz D
resulta constante.

Sien la ec. (3.64) procedemos a divididr el campo de tensiones de la misma
forma que lo hicimos para las deformaciones en el apartado anterior obtenemos:

a:{gl] (3.65)

(oD

donde el campo de tensiones puede expresarse como funcion de las componentes
de las tensiones modales, en notacién exponencial, de la siguiente forma:

o = Y Gy e e (3.66)
Oy = Y Ty i ™ (3.67)
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siendo:
Orr,m
~ a\-90,m ~ 87’9,771
G = | L = | O (3.68)
Ozzm 02z0,m
Orzm

Para un material isétropo la matriz D puede escribirse como:

CA+2u A A 0 0 0
XA E2u A 0 0 0
) A A+21 0 0 0| [Dy 0
D=1 "4 0 0 g 0 0 _{0 D2] (369)
0 0 0 0 pu 0
0 0 0 0 0 pu|

donde A y p son las denominadas constantes de Lame. Estas se obtienen a través
del médulo de Young y del coeficiente de Poisson de la siguiente manera:

v 2v

A= E(1+y)(1—2y):G1—2u (3:70)
1
po= G:Em (3.71)

De nuevo podemos dividir la matriz de comportamiento D en dos sub-
matrices, D; y Dy, de forma consistente con la formulacién de tensiones y
deformaciones, tal que:

O = Di&, (3.72)
En adelante, se simplificara la notacién eliminando de los subindices la
dependencia explicita de m asi como la indicacién del tipo de desarrollo de

Fourier elegido (en senos y cosenos o con exponenciales). A partir del contexto,
es sencilllo identificar ctal de los dos desarrollos estamos considerando.

3.2.4. Ecuacion Modal de Ondas

La ecuacion general de ondas expresada, en coordenadas cilindricas, en fun-
cion de los desplazamientos tiene la siguiente expresién simplificada:

0A  2udw, 5 Owg

A OA  2u 0 24 Ow,

pi, = (A+ 2,u)§ — TE(TW) +—- 50 (3.75)
. 10A Ow, Ow,,

pig = (A+ 2#);% — 20 e (3.76)
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donde:
10 10uy Ou,

A — - - _ .
Eprr + €00 + €22 Tar(rur) + s + P (3.77)
1/10u, Ouy L 0%u,

o= 5(? 90 _E>’ R (3.78)
1/0u, Ou, ; g

woo = 5(8,2 -~ or >’ U= "o (3.79)
1,0 ou, . 0%u,

o= (gt - Gp) =T (3.80)

Si en las expresiones anteriores, en el lugar de los desplazamientos intro-
ducimos los desarrollos en Series de Fourier proporcionados por las ecs. (3.4) a
(3.6) obtenemos:

= . > oA 2m 0w .
2 imo imo
- Y @ = S (ko) S+ D, 42 —] 3.81
pw Uy e [(+M)r+rw+uaze (3.81)

m=—0o0 m=—00

= - 0N 2u0(ri 2mp 7 m
— puw? Z U, e = Z [<>\+2N)E_TM (87“9)_ T'uwr}e ?(3.82)

m=—00 m=—0oQ

2 - ~ . imb __ - mﬁ 8@7' 8@2 - im0
— pw Z ugie™’ = Z [()H—Qu) . —24 5, +2 ]ze (3.83)

m=—0o0 m=—oo H ar
donde:

~ u, ou, Uy Ou, N 2 imo

A = T~ — 2 A = A ™ .84
r or r 0z’ m_zoo c (3.84)

~ 1 a - ~ - 7

o = (TGl e Yo )

~ 1,06, O, N im

woo = §< oz  or )’ = Do ™ (3.86)

b, = 5(E(TW) _ mu,«), W, = Z W, ie (3.87)

Vemos que en las anteriores ecuaciones, al poder eliminar la dependencia
con respecto a la coordenada @, los desplazamientos modales son independientes
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de dicha coordenada. Segin esto obtenemos:

ON 2 oo
-t = (A0S + m“az +2u a“f (3.88)
. ON  2ud(rdy)  2mp .

—p*U, = op)— — £ - .

pwil, (A +2u) % P — (3.89)
A 0w 0w

Tty = ou) M2 9, Ty o, 0 .

pw g (A +2p)— i (3.90)

Las ecs. (3.88) a (3.90) se denominan FEcuaciones Modales de Ondas, las
cuales son funciones sélo de r y z, y contienen el parametro m procedente del
desarrollo en serie de Fourier, que toma valores m = 0, 1, ... Dichas ecuaciones
forman un sistema de ecuaciones diferenciales que proporciona las expresiones
de los desplazamientos modales. La solucion general de dichas ecuaciones fue
obtenida por Sezawa [9], que para una onda cilindrica propagandose con niimero
de onda k tienen la siguiente expresion:

0 m . 0 ,
= A— H(Q) —dz+tiwt B— H (2) —sz+iwt v H(Z) —sziwt
Ur k or [ m (k?“)] + , (/{37“) CS@?” [ m (k‘?“)] €
(3.91)
u, = —kdAH? (kr)e &t 4 CE2H®D (kr)es=tiwt (3.92)

ug = kAT:H @) (kr)e~ ! 1+ B 0

H(2) k —sz+iwt e @ (2) k —sz+iwt
O [ ke S 1D (kr)e

(3.93)
en las cuales: H\? )(k;r) es la segunda funcién de Hankel” de 6rden m (pardmetro

que define el orden del desarrollo de Fourier), los pardmetros A, B y C son
constantes de integracién, y k es el nimero de onda. Ademas:

2 2
d = +[R2—2 —4ip,  s=+ K- —+ig (394
cf i

donde ¢y, y ¢ son las velocidades de propagacion de las ondas longitudinales
y transversales, respectivamente, definidas en la ec. (2.6), y p y ¢ son variables
que fueron definidas en la ec. (2.48).

En las ecs. (3.91) a (3.93) hemos omitido el término Hy(i)(kr) que aparece al
resolver el sistema de ecuaciones diferenciales, ya que dicho término junto con el

2Dicha funcién, para una dependencia temporal de la forma e**?, representa las ondas que
se propagan hacia r — 400
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factor e™! representa las ondas que se propagan desde el infinito hacia el origen
(r — 0). Con el objetivo de simplificar la notacién, en adelante el superindice
(2) y el argumento (kr) serdan eliminados de los desarrollos posteriores, de tal
forma que cuando se indique el término H,, sera entendido como H,Sf)(krr). De
forma andloga se eliminard de las ecuaciones posteriores el término e*?.

Por tanto, en la solucién de Sezawa, simplificando la notacién y sacando
como factor comun los términos donde aparece la funcién de Hankel, obtenemos
las siguientes expresiones:

U = fila)H, + fs(2) i (3.95)
U. = fo2)Hy (3.96)
U = fl(z)%ﬂm+ Fa(2)H., (3.97)
donde:
d
H = E[Hg)(kr)} (3.98)

y los términos donde se agrupa la dependencia con respecto al espesor quedan
agrupados en las siguientes funciones:

fi(2) = k(Aje™ + Aye®) — 5(Cre™* — Che™) (3.99)
f2(2> = —d(Aleidz — Agedz) + k(cleisz + CQ@SZ) (3100)
fs(2) = Bie™™ 4 Bye™ (3.101)

Por tanto las ecs. (3.95) a (3.97) pueden ser escritas en notacién matricial
de la siguiente forma:

u(r,z) = H(r) £() (3.102)

donde puede observarse que el vector de desplazamientos modales ha sufrido
una separacion de variables, ya que toda la dependencia funcional respecto a
la variable radial r lo representa la matriz H, mientras que la dependencia con
respecto a la coordenada z lo representa el vector F. Ademaés, la matriz H
estard formada por las funciones de Hankel y sus derivadas, de tal forma que
se define de la siguiente manera:

H, 0 =H,
H = 0 kH, O (3.103)
mE, 0 H

m
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y el vector F' viene definido de la siguiente forma:

fi(2)
F = | fa2) (3.104)

f3(2)
Tras el desarrollo realizado, las ecuaciones modales de onda representadas

en las ecs. (3.88) a (3.90) pueden ser expresadas en notacién matricial de la
siguiente manera:

W = HR=0 (3.105)
donde:
Ri(z)
R=| Raz) (3.106)
Rg(Z)
siendo las componentes {R;}, con i = 1,23, del vector R las dadas por las
siguientes expresiones (teniendo en cuenta que f/ = %):
Ri = kO+20)(fs— kf) +u(fl —kf) +pfi (3.107)
Ry = (A+2u)(fy —kf)) + uk(f] — kfz) + pwfs (3.108)
Ry = p(fs =k fs) +po’fs (3.109)

Obtenidas las expresiones para los desplazamientos modales, podemos obten-
er las correspondientes a las deformaciones y las tensiones en términos de las
funciones f;(z) que nos seran de utilidad en desarrollos posteriores. Asi, sub-
tituyendo las ecs. (3.95) a (3.97) en las ecs. (3.34) a (3.39) obtenemos las
ecuaciones de compatibilidad:

. 1
& = A+ fa(H — ~H,) (3.110)
1 m? m 1
gw = fi(=H,, ——Hpy)— fs—(H, ——Hy, 3.111
€00 fl(r O~ ) fsr( mT ) ( )
5. = fikH, (3.112)
Foo = fIH, + fiHy + ko HY, (3.113)
T

1 1 2
Yro = 2f1T(H,’n — —Hy) + fs(H), — —H, + %Hm) (3.114)
r r T T

~ m m
Yoo = fiHu o+ fsHy, + kfor-Hu (3.115)
y tomando:

A = G +Gop+E = (fs = kfi)kH, (3.116)
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las expresiones que resultan para las tensiones (ley de comportamiento) son las
siguientes:

G = 248, +AA (3.117)
Goo = 22U+ AA (3.118)
G.. = 2UE..+ A (3.119)
Gr = [ (3.120)
G0 = 1A (3.121)
G = 70 (3.122)

3.2.5. Forma débil del problema Elastodinamico

La forma débil del problema anterior se obtiene mediante la aplicacién del
Principio de Trabajos Virtuales, cuya expresion usando la notacién matricial
que se ha expuesto anteriormente es:

/ delo dQ = /(mTz dl' + w? / pou’u dQ (3.123)
Q r Q

donde t es un vector que contiene las tracciones en el contorno, es decir:
t=on (3.124)

donde n es el vector unitario normal al contorno.

3.3. Forma débil para ondas cilindricas guiadas
en placas

En este apartado se pretende particularizar la forma débil general (ec.
(3.123)) al caso de una placa infinita de espesor d = 2h en la cual se pro-
pagan ondas elasticas guiadas cilindricas.

Se adoptan soluciones de u correspondientes a ondas guiadas cilindricas y
armoénicas propagandose en la direccion r — +o00. El término exponencial que
contiene la variacion con 6 y t se incluye analiticamente de la siguiente forma:

u(r, z,0,t) = (r, ) "0 (3.125)

donde el término u, que depende tinicamente de las coordenadas r y z, represen-
ta la estructura de la onda guiada en el plano que forman ambas coordenadas.
Esta separacion de variables solo es posible si las propiedades del material no
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dependen de r ni de 6. En los desarrollos posteriores siempre se supondra que
es posible una separacion de variables similar a la indicada para los desplaza-
mientos. Indicaremos sin gorro la variable completa (que es funcién de r, z, 0
y t) y con gorro su dependencia funcional con 7 y z. Esta notacién es consis-
tente con la utilizada en la introduccion tedrica de las ondas guiadas en placas
desarrollada en el Capitulo 2 para las ondas cilindricas.

Para los sistemas conservativos, el principio de los trabajos virtuales es-
tablece que el trabajo desarrollado por las cargas externas aplicadas y las
fuerzas de inercia sobre un campo de desplazamientos virtuales compatible con
las condiciones de contorno, es igual al cambio en la energia de deformacion.

Para adaptar ese principio a un sistema de coordenadas cilindrico empleare-
mos transformaciones de Fourier segiin la coordenada circunferencial 6. La Elas-
todinamica nos proporciona la forma general del principio:

Q r Q

Una forma alternativa para la ecuacion anterior podemos obtenerla medi-
ante integracién por partes, resultando la siguiente expresion para el principio
de los trabajos virtuales:

Q r

en la cual n; es el vector unitario normal al contorno I'. Observando la nueva
expresion del principio, vemos que el término entre paréntesis de la primera
integral coincide con la expresién de la ecuacién de ondas. Por tanto, la ec.
(3.127) queda de la siguiente forma:

/ du; (ecuacion de ondas) dS) + / ou; (t; —nj o;5)dl’ = 0 (3.128)
Q r

y ésta tultima expresion sera de gran utilidad més adelante.

Volviendo a la ec. (3.126), podemos expresarla en notacién matricial de la
siguiente forma:

/(5§Tg dQ) = /5QT§ dF+w2/p5ngdQ (3.129)
Q r Q

El principio de los trabajos virtuales, aplicado a las componentes modales de
la formulacién axisimétrica, puede ser obtenido aproximando las deformaciones,
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tensiones y desplazamientos como se hizo en las ecs. (3.4) a (3.6), es decir,
mediante desarrollos en Series de Fourier alrededor del eje z. Para el caso de un
material isétropo (D12 = Dg; = 0), podemos realizar la integracién segun la
coordenada 6 teniendo en cuenta: dS) = rdrdfdz, la ec. (3.64) y las expresiones:

m, sim=n#0

2m
/ sen(m@) sen(nf) dd = (0pmn — Omodno)™ = { (3.130)
0 0, resto

m, sim=n%#0

2m
/ cos (mf) cos (n0) df = (Sn + Omodno)m™ =< 2w, sim=n=0 (3.131)
0 0, resto

/27r sen(m#@) cos (nf)dd =0 (3.132)

Como resultado obtenemos una nueva expresién para el principio de los trabajos
virtuales:

/ (65"DE, + 0e"DE,) rdrd: — / (687E, + 687T,) rds +
r s,

+ w? / p (0T, + 0ula,) rdrdz (3.133)
r

donde observamos que las variables elastodinamicas aparecen con la notacion
que las identifica como amplitudes modales resultantes de la aplicacién de los
desarrollos en Series de Fourier. Ademas, en la expresién anterior los pares
(0g,,0u,) y (0€,, du,) son independientes y arbitrarios, por lo que los subindices
sy a pueden ser eliminados de dicha expresién y considerarse en adelante como
sobrentendidos. Por tanto, la ec. (3.133) queda de la siguiente forma:

/5§TD grdrdz :/ o0 trds +w2/p5@T@rdrdz (3.134)
r Sp r

Por otro lado, podemos hacer algo similar con la ec. (3.128), obteniendo
una nueva expresion de la misma al realizar la integracion sobre la coordenada
circunferencial 6:

/ ou" W rdrdz + / 6u' (t—a,)rdS =0 (3.135)
r Sp

donde W representa la ecuacion modal de onda y &, = n;0;; son las proyec-
ciones de las tensiones modales sobre la normal al contorno considerado.
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En el apartado siguiente veremos como, al usar el principio de los trabajos
virtuales, es preferible la expresién dada por la ec. (3.135) frente a las ecs.
(3.129) o (3.134) para definir el problema de autovalores que surge tras la
aplicacion de la condicién de contorno absorbente. Ademas dicha expresion
facilitard el desarrollo al no ser necesario realizar una integracion de productos
de funciones de Hankel sobre la coordenada r.

3.4. Ecuaciones del MEF para ondas cilindric-
as guiadas en placas

La resolucion numérica de la ec. (3.134) requiere la discretizacion de la sec-
cién transversal de la placa en elementos para reducir el infinito nimero de
grados de libertad de la solucién continua (desplazamientos u(r, z) en todos los
puntos de la seccién) a un nimero finito en la solucién discreta (desplazamiento
d; en diversos puntos de la seccién -nodos-).

En este apartado se van a plantear las ecuaciones del MEF para el proble-
ma de ondas guiadas en placas mediante el procedimiento habitual. En primer
lugar se discretiza el dominio (en este caso la seccién transversal de la placa)
en elementos. Las funciones obtenidas tras realizar una separacién de vari-
ables sobre los desplazamientos reales y virtuales en el dominio, se interpolan
empleando funciones de forma, para obtener asi unos campos elastodinamicos
discretizados. Por tultimo se obliga a que dichos campos satisfagan la forma
débil, ec. (3.134), lo cual proporciona un sistema de ecuaciones cuya solucién
aproxima a la solucién elastodinamica exacta. Esta aproximacion se caracteriza
por minimizar el error energético cometido.

v

Figura 3.2. Sistema de coordenadas isoparamétrico
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3.4.1. Formulacion de Elementos Finitos

En la formulacion isoparamétrica, el campo de desplazamientos se aproxima
de la misma forma que las coordenadas del sistema de referencia escogido (en
nuestro caso r, z y ). Tengamos un sistema como el mostrado en la Figura 3.2,
en el que discretizaremos un dominio continuo en una serie de puntos (denomi-
nados nodos); es decir, aproximaremos las coordenadas de todos los puntos del
dominio a través de interpolaciones de las coordenadas nodales.

Si denotamos como ¢ el vector de aproximacion, las coordenadas de un

punto P cualquiera pueden expresarse de la siguiente manera:

r = ¢' Ry (3.136)
z = ¢' 2 (3.137)
0 = ¢" 0y (3.138)

donde Ry, Zy y ©q son vectores que contienen las coordenadas nodales con la
siguiente forma:

(& 21 91
r z 0

Ry = S Zy = Sl O = N (3.139)
T'nn Znn enn

y donde ¢ es el vector de funciones de forma que viene dado por:

¢1
(bf (3.140)

(RSN
I

¢nn
siendo en todos los casos nn el nimero de nodos del elemento finito (nn = 2
para elementos lineales, nn = 3 para elementos cuadraticos). Si usamos para

los desplazamientos la misma forma de aproximar que para las coordenadas
obtenemos:

U, {u..}
i o= @Gy, G= |70 |, Go=| {U:} (3.141)
Up {p, }

donde uy es el vector de desplazamientos nodales agrupado por componenetes,
que tiene la forma:

~ ~ ~ ~ ~ ~ T
YUy = [uh?'”aurnn7uzl7"'7uZnn7u917"'7u9nn] =

= [Ty, Tay, Tigy | (3.142)
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y ® es la matriz de interpolacion que viene dada por:

6 00
& = |0 ¢ 0 (3.143)
00 ¢

Por otro lado, las deformaciones pueden expresarse en funcion de los de-
splazamientos, con lo cual se pueden aproximar segun la siguiente expresion:

£ = Lu=L® 4, =B, (3.144)

de esta forma, tras la interpolacién realizada para los desplazamientos, podemos
definir la nueva “matriz de compatibilidad” de la siguiente manera:

By mBi2 ]

3.145
mBa;  Bas ( )

B = L&T = {
Sustituyendo lo anterior en el Principio de los Trabajos Virtuales, dado por
la ec. (3.134), sumando para todos los elementos obtenemos:

> ([

Elementos r

(B'DB — pu? ® ®7)a, rdrdz — / @Zrds} —0 (3.146)

SP
Como la expresion anterior debe cumplirse para cualquier campo de de-
splazamientos virtuales duy,, la expresién se reduce a:

(K-—w’M)T = t (3.147)

donde los vectores @ y ¢ representan los desplazamientos y las cargas sobre
todos los nodos. Las matrices totales de rigidez, K, y de masa, M, asi como
el vector de cargas nodales, ¢, se montardn a partir de las correspondientes
matrices elementales, que para el k-ésimo elemento son:

K = / B D Brdrdz (3.148)
r

Mg = / p @B rdrdz (3.149)
T

e = / ®trdS (3.150)
Sp

Sustituyendo las ecs. (3.69), (3.143) y (3.145) en las expresiones de las
matrices elementales, dadas por las ecs. (3.148) a (3.150), obtenemos:
[ K1 + m2K2 ng

Kj = mKT K, 4 mPK, (3.151)

m 0 0
M, = 0 m O (3.152)
i 0O 0 m
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donde:
K, = /F BL, D, By, rdrdz (3.153)
K, = /F Bl D, By, rdrdz (3.154)
K; = /F (BY,D, By, + BJ, D, Byy) rdrdz (3.155)
K, = /F BL,D, By, rdrdz (3.156)
K; = /F BL,D, By, rdrdz (3.157)
m = /Fp@QTrdrdz (3.158)

Todas estas integrales se realizan para cada elemento usando la cuadratu-
ra Gaussiana con las coordenadas £ y n. Dicho proceso serd omitido en este
proyecto, por lo que el desarrollo continuara con la aplicacion de dichas expre-
siones directamente al caso de la placa homogénea en coordenadas cilindricas
que nos ocupa.

3.4.2. Semi-discretizacion

La geometria de nuestro problema consiste en una placa infinita de espesor
d = 2h compuesta por un material homogeneo e isétropo. Como dominio de
integracion en la ecuacién de la formulacién débil, ec. (3.134), se considerard la
seccion toroidal que se produce en la placa al establecer dos superficies cilindri-
cas arbitrarias con coordenadas r = a y r = b, siendo b > a. Para obtener
las ecuaciones del MEF, la seccion transversal de la placa se discretiza con n
elementos (estratos o capas) y N nodos, de forma que las interfases entre los
distintos elementos seran circunferencias, tal como se muestra en la Figura 3.3.

El dominio a discretizar, al ser axisimétrico, puede considerarse como monodi-
mensional (1D) y se corresponde con la seccién transversal de la placa z €
[—h, h], de manera que para su discretizacién se puede emplear cualquier el-
emento finito 1D. En particular, en este desarrollo se utilizan elementos 1D
isoparametricos (lineales o cuadréticos)’. Las funciones de forma de ambos
tipos de elementos se encuentran representadas en la Figura 3.4.

3 Aunque se desarrollars el MEF para ambas clases de elementos, los resultados numéricos
que se presentaran en el Capitulo 4 han sido obtenidos con elementos cuadréticos, ya que
con estos se consigue una mejor aproximacién a la forma analitica de los resultados.
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N° elemento 7
v A
Zs”
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an-1 =Zln
h / \ zJjH1=z/2
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Figura 8.3. Discretizacién con n elementos de una placa homogénea e isétropa

Elemento lineal Elemento cuadratico
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Figura 3.4. Funciones de forma lineales y cuadréticas para elementos mododimensionales

Segun se muestra en la Figura 3.3, un elemento j abarca el intervalo z €
[Zf , Zg} , donde los subindices 7 y s indican los bordes inferior y superior del ele-
mento, respectivamente. El niimero de nodos de la discretizacion N depende del
tipo de elemento seleccionado: N = n + 1 para elementos lineales, N = 2n + 1
para elementos cuadraticos. La numeracién nodal adoptada se realiza en sen-
tido ascendente de la coordenada z, estando el nodo 1 situado en la superficie
inferior, z = —h, y el nodo N en la superficie superior, z = h. El nimero de
grados de libertad (gdl) en cada nodo es g = 3 (u,, u, y up) y el nimero total
de gdl de la malla G serda G = N - g.

Cuando obtuvimos la soluciéon general de la ecuacién modal de ondas,
concluimos que los desplazamientos u en cualquier punto de la placa vienen
definidos por la ec. (3.102), en la cual podemos observar que se produce una
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separacion de variables donde las expresiones de la matriz de funciones de Han-
kel H y el vector F vienen dadas por las ecs. (3.103) y (3.104), respectivamente.
El vector F esté formado por funciones ({f;}, con i = 1,2,3) que sélo depende
de z. Por tanto, dicho vector toma un valor determinado en cada punto de la
placa que depende de la coordenada z del punto considerado.

Segun la discretizacion propuesta para la seccion transversal de la placa, a
cada nodo le corresponderd un determinado valor de z y por tanto las funciones
fi(z) tomarén un valor para cada nodo. Esto conlleva a una discretizacién del
vector F' al s6lo poder tomar valores para las coordenadas z de los nodos de
nuestra malla. Si denominamos X al vector resultante de calcular el vector F’
en cada nodo, tenemos que para un nodo concreto ¢ obtendremos el siguiente
vector:

x?"
X, = z, | = F(z) (3.159)

Ty i

donde aparecen tres componentes correspondientes a los 3 gdl del nodo #-ésimo
de la malla. Si hacemos lo mismo para todos los nodos de la malla podemos
fomar el vector X que estaria formado por la unién de los vectores X, donde
1 = 1,..,N. Por tanto, considerando todos los nodos obtendremos el siguiente
vector para la discretizacién de la placa:

xT
JJZ

X1 To
X = Co| = : (3.160)

L N

donde el vector nodal X tiene dimensién (3N x 1).

La expresion exacta para los desplazamientos en cualquier punto de la placa
viene definida por la ec. (3.102), que nos proporciona un campo de desplaza-
mientos continuo y unos valores exactos para las funciones del vector F. A
continuacion, empleando la misma aproximacion que para las coordenadas y
los desplazamientos, vamos a expresar, para un elemento concreto, el vector
de funciones F' en cualquier punto del mismo a través del vector X en los no-
dos de dicho elemento utilizando funciones de aproximaciéon. Lo anterior queda
reflejado en la siguiente expresion:

F(z) = N(z)X° (3.161)
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donde N es una matriz que contiene las funciones de forma utilizadas en la
interpolacién y X es un vector con los valores nodales del vector X en dicho
elemento.

La matriz de funciones de forma, para el caso de elementos lineales tiene la
siguiente expresion:

N=[ NI NI | (3.162)

donde I es la matriz identidad de orden g, mientras que Ny =1 -y Ny =¢&
son las funciones de forma lineales que se muestran en la Figura 3.4, y £ € [0, 1]
es la coordenada natural del elemento. Si los valores de X del nodo 7-ésimo
se denotan por X, el vector nodal correspondiente al elemento lineal puede
escribirse como:

xe=[x" xI'1"

(3.163)
Para un elemento cuadratico, la matriz de funciones de forma tiene la sigu-
iente expresion:

N=[ NI NI NI | (3.164)

donde T es la matriz identidad de orden g, mientras que Ny = &(& — 1)/2,
No=1-£%y N3 =&(1+&)/2 son las funciones de forma que se muestran en la
Figura 3.4,y £ € [—1, 1] es la coordenada natural del elemento. El vector nodal
correspondiente al elemento cuadratico se organiza en un vector de la siguiente
manera:

xe=[x7T xi xT]" (3.165)

Si sustituimos la aproximacion expresada en la ec. (3.161) en la ec. (3.102),
el campo de desplazamientos en cualquier punto de la placa puede obtenerse
mediante la siguiente expresion:

i=HNX* (3.166)

La ec. (3.166) representa una semi-discretizaciéon de la solucién en la placa,
donde las dependencias funcionales con r, 6 y t se incluyen de forma analitica
y tan sélo se discretiza en la direcciéon z para aproximar numéricamente la
variacion en dicho elemento.
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3.4.3. Calculo de las matrices elementales

El propésito ahora es determinar soluciones admisibles para el problema
de la propagaciéon libre de ondas usando la aproximacién del campo de de-
splazamientos expresada en la ec. (3.166). La expresién exacta para el campo
de desplazamientos (ec. (3.102)) satisface el principio de los trabajos virtuales
(ec. (3.134) o ec. (3.135), ambas idénticas), y ademds es solucion de la ecuacion
de ondas.

Para obtener la formulacion del MEF a nivel elemental, se sustituye la
aproximaciéon de la solucion del campo de desplazamientos indicada en la ec.
(3.166) en la expresién de la formulacién débil del principio de los trabajos
virtuales, ec. (3.135)?, realizdndose una integracién sobre la regién toroidal
definida por un elemento cualquiera e de espesor [ comprendido entre z{ y z¢
(ver Figura 3.5). Ademads, se requiere que el equilibrio sea preservado sobre
cualquier seccién vertical donde se aplican las fuerzas nodales consistentes (P
y Pl enr =ayr=», respectivamente).

Definiendo los contornos verticales de la region como Sy y Ss y los hori-
zontales (resultado de la discretizacion) como Ss y Sy, la ec. (3.135) puede ser
reformulada de la siguiente manera:

/ ou" W rdrdz + / ou' (t—3,)rdS +
T S1

/ ou’ (t—35,)rdS + / ou'(t—35,)rdS = 0 (3.167)
52 53+S4

Las fuerzas nodales consistentes, Py y P}, estan aplicadas en los contornos
de coordenadas r = a 'y r = b, respectivamente, de tal manera que las integrales
sobre S7 y Sy desaparecen, ya que:

/ ou'trdS = / 60 G, rdS (3.168)
Sl Sl
donde una expresion similar puede obtenerse para el contorno Ss.

Por otro lado, al no haber cargas prescritas actuando en los contornos su-
periores, S3 y Sy, la ec. (3.167) queda:

/ 6w W rdrdz + / 6u' G, rdS = 0 (3.169)
r S3+S4

4Aunque la ec. (3.134) es equivalente a la ec. (3.135), esta tltima es preferible ya que
posteriormente evitarda una dificultosa integracion sobre la coordenada r
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Figura 3.5. Regién toroidal I' de integracion de la formulacién débil para ondas guiadas
cilindricas en placas

Si nos fijamos en las tensiones actuantes en los contornos Ss y Sy (ver Figura
3.5), podemos definir el siguiente vector para expresar las proyecciones de las
tensiones modales sobre la normal a dichos contornos:

G, = | .. (3.170)

donde el signo positivo corresponde al contorno S3 mientras que el negativo lo
hace al contorno Sj.

Si definimos o, como el vector de tensiones correspondiente al signo positivo
(contorno Ss), la ec. (3.169) puede ser modificada de la siguiente manera:

b Zse
/5@Twrdrdz+/ 5@T§UJ rdr = 0 (3.171)
r a

2i€

Considerando el ultimo término de la expresién anterior, es posible realizar
la siguiente transfomacion:

/ T / / S §(5QT§U)rdrdz:
r 2;€ r Z.e Z
ATa
(5 O'U rdrdz (3.172)

y sustituyendo en la ec. (3.171) obtenemos:

/F(S@T (E 88; ) rdrdz — / 5(85; ) o,rdrdz =0 (3.173)
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o bien:

[{ -2y [T o) aacfrar =0 ar

Por otro lado, segin las ecs. (3.117) a (3.122) y las ecs. (3.110) a (3.115)
podemos expresar el vector de tensiones en el contorno (ec. (3.170))como:

u((f1 + kfo)Hyy, + 2 Hi f3)
o, = | ((\+2u)f, — Mefi)kH,, (3.175)

p((fi+ kf2) T Hm + f3H,,)

o lo que es igual, usando la definiciéon de la matriz de funciones de Hankel que
empleamos para la obtencién de los desplazamientos (ec. (3.103)):

p(fi+kfa)
o, = H | (A+2u)f;—Akfi (3.176)
[f3

Ahora vamos a expresar matricialmente ciertas ecuaciones que hemos obtenido
anteriormente. En concreto, la ecuaciéon modal de ondas (ec. (3.105)) y las ten-
siones de contorno (ec. (3.170)) pueden ser expresadas de la siguiente manera:

W = HR=HRF (3.177)

G, = HSF (3.178)

v

donde los operadores matriciales R y S vienen dados por:

pw? — K2\ +2p) + p 2 kA + )2 2 0
R = —k(A+ p) 2 pw? — K2+ (A + 2p) 2 0
0 0 pw® — K2+ oy
(3.179)
p2 k 0 0 p O peoo 007,
S=| M A+20)2 0 |=k| =X 0 0[+]|0 Ax+2u 0 5 =
0 0 il 0 00 0 0 a9
o)
= kAT + Ass- (3.180)

Volviendo al célculo integral, si empleamos lo desarrollado anteriormente a
la ec. (3.174), tomando como desplazamiento virtual 0u = HN § X y teniendo
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en cuenta la discretizacién realizada (ec. (3.161)), obtenemos:

2s€ 2s€ NT
/{/ SXTNTHTH (R — 20) N Xd> —/ sxer N HTHSNKdz} rdr =0

e 0z e 0z
(3.181)
donde:
02 )
aS / u@a Mk& 82 ©
0 0 Moz
por lo que:
1 00 A+2u 0 0 0 —A 0 P
R-8=pu*| 01 0| —k 0 uw O|—-k|lpu 0 O i
00 1 0 0 u 0 0 0]9
0
= p’T — k*As — kA — (3.183)
0z
A continuacién realizaremos las siguientes transformaciones:
N'H'HR-S)N=HN'(R-S)N (3.184)
ONT —ON"
— H'HSN=H-— SN (3.185)
0z 0z

donde la matriz H es una matriz diagonal por bloques formada por nn subma-
trices H'H de (3 x 3) cada una, donde nn es el niimero de nodos del elemento
finito (nn = 2 para elementos lineales, nn = 3 para elementos cuadréticos).
Por tanto la matriz H viene dada por la siguiente expresién:

H'H
_ H'H
H = . (3.186)
H'H

cuyo orden es orden (3nn x 3nn).

Ademss al ser la matriz H independiente de la coordenada z, si sustituimos
las ecs. (3.184) y (3.185) en la ec. (3.181) obtenemos:

51‘”{ /ﬁrdr}{ / N”(R — §')Ndz — / ON” gNdz}x —0

e 0z
(3.187)
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Si realizamos la integracién sobre r y definimos la siguiente matriz:

b
/ Hrdr = H (3.188)
de forma que la ec. (3.187) puede expresarse como:
2s° 2s€ NT
SXTH {/ NT(R — §')Ndz — / aa_ SNdz}x =0 (3.189)
Zie Zze Z

Como la matriz ‘H es la misma para toda la placa y la igualdad anterior
debe cumplirse para cualquier valor del vector X¢ la ec. (3.189) se reduce a la
siguiente expresion:

e 4

1

zs€ T ) 2s€ 8NT .
{ N"(R-§)Ndz— [ == SNdz}X =0 (3.190)
donde operando sobre ambos términos obtenemos:

/ N (R - S8)Ndz = pu? / N'Ndz — k? / NTA;Ndz —

€

Zs ON
—k NTA, —d 3.191
/Z;e a9, ( )
=" ONT =" ONT =" gNT = ON
—— SNdz = k — ATNd«a —— A, —d
/Zie 0z : /zl 0z ! Z+/Zie 9, 29,
(3.192)

Por tanto, el término entre llaves de la ec. (3.189) puede expresarse como:

e 0z

(3

zs€ 2s® NT
/ NT(R - ') Ndz — / ON SNdz = w*M°® — k*A° — kB® — G¢
(3.193)

siendo A°, B° G° M° las matrices para un elemento concreto y se obtienen
como resultado de las siguientes integrales:

AC — / " NTA;Ndz (3.194)
ON oONT
e T _ T
B¢ = / (N A, 5 o A N) dz (3.195)
= 9NT = ON
e — A, 1
G / 5 A dz (3.196)

M¢ = p / N'Ndz (3.197)
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Tras los desarrollos anteriores, la ec. (3.189) resulta:
(K*A° + kB + G° — M) X¢ = 0 (3.198)

pudiéndose escribir la matriz de rigidez elemental K¢ como una funcién cuadratica
del ntimero de onda k:

K® = k*A°+kB°+G° (3.199)

Tras la obtencién de las matrices elementales, segin establece Kausel [(],
puede observarse que, por su constitucion, representan dos problemas de auto-
valores en k que estan desacoplados:

= un problema de autovalores cuadratico en k, definido por las variables
nodales z1 y x9, equivalente a un problema de deformacion plana cuya
solucién son las ondas de Lamb:

(F*A° 4+ kB + G —w’M*) X = 0 (3.200)

donde:

X° = : (3.201)

» un problema de autovalores lineal en k2, definido por la variable nodal
x3, equivalente a un problema de deformaciéon antiplana cuya solucién
son las ondas SH:

(F*A° + G — W*M°) X° = 0 (3.202)
donde:
( Lo )1

X¢ = : (3.203)

(:UG)N

Podemos observar como los problemas de autovalores son independientes de
m, es decir, del coeficiente del desarrollo de Fourier para la coordenada 6. Por
tanto, el campo de desplazamientos tridimensional en la placa puede expresarse
como superposicion de los desplazamientos de ondas SH y ondas de Lamb, con
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numeros de onda dados por la teoria de deformaciéon plana bidimensional y
afectados por los factores de participacion, las funciones de Hankel y el factor
cos(mf) o sen(m@), segiin corresponda.

A continuacion se detallan las matrices elementales segin sea el tipo de
elemento escogido para el MEF (lineales o cuadraticos). En primer lugar, para
simplificar la notacién, vamos a definir unas submatrices con las que posterior-
mente formaremos las matrices elementales. Para el caso de deformacién plana,
las submatrices son las siguientes:

0 A=p _ 0 =+
D12_|:)\_/1/ 0 :|7D21_|:>\+Iu O

y para el caso antiplano, las submatrices son las siguientes:

Dy =[pu] 5 Do = [y

D12 = D21 = [O]

Las expresiones de las matrices elementales A, B¢, G° y M° para un ele-
mento lineal de espesor [ son:

A = - 3.204
6| Du 2D ( )
1[ —Dy; Dy

B = - 3.205
2| D), Dy ( )
1[ Dy —Dy

G = - 3.206
[ | —D22 Da ( )

N P_Z{QI I} (3.207)



72 Capitulo 3. EF para ondas en placas

y para un elemento cuadrético de espesor [ son:

4Dy 2Dy —Dny
A° = — | 2Dy; 16Dy 2Dy (3.208)
—Du1 2Dy 4Dy

3D12 4D21 _D21
B° = 4D§7; oT 4Dy, (3.209)

7D22 _8D22 D22

D~

1
Ge - a —8D22 ].6D22 —8D22 (3210)
D22 _8D22 7D22
NI )
M° = g—o of 161 oI (3.211)
~1 o1 4I

donde I es la matriz unidad de dimensién g, siendo g = 2 para problemas de
deformaciéon plana y g = 1 para problemas de deformacion antiplana.

3.4.4. Montaje de las matrices globales

Las matrices de rigidez y masa globales para la placa infinita discretizada
con n elementos y N nodos en la direccién transversal z, pueden obtenerse
a partir de las correspondientes matrices elementales mediante el proceso de
montaje habitual de EF°. Como resultado, el sistema de ecuaciones globales
puede escribirse como:

(FPA+kB+G—-w’M)X =P (3.212)

donde las matrices globales A, B, G y M son simétricas, el vector X contiene
los valores nodales del vector F' (denomindndose en adelante autovalor gener-
alizado) y el vector P contiene las fuerzas de todos los nodos de la placa (G

gdl):

X=[xT xI - x%1", p=[pP Py - PL]" (3.213)

La ec. (3.212) es vélida tanto para problemas de deformacién plana como
para problemas de deformacién antiplana, aunque existen dos diferencias entre
ambos:

5El cual consiste en aplicar compatibilidad en desplazamientos y equilibrio de fuerzas en
las interfases entre elementos
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1. las dimensiones de las matrices globales son distintas puesto que el nimero
de grados de libertad G es distinto incluso al utilizar la misma malla.

2. el término lineal en k es nulo en el caso antiplano, es decir B = 0.

Una representacion grafica del montaje de las matrices globales a partir
de las matrices elementales para una placa en deformacion plana discretizada
con los elementos lineales y cuadraticos se muestra en las Figuras 3.6 y 3.7,

respectivamente.

|

:Ng

Figura 3.6. Montaje de la matriz global a partir de las matrices elementales (2g x 2g) para

n elementos lineales

G=N-g

N-g

Figura 3.7. Montaje de la matriz global a partir de las matrices elementales (3g x 3g) para

n elementos cuadraticos



74 Capitulo 3. EF para ondas en placas

La imposicién de las condiciones de contorno de la placa sobre la ec. (3.212)
proporciona un sistema de ecuaciones que gobierna la respuesta dinamica de
la placa discretizada frente a solicitaciones arménicas. La solucién se compone
de dos partes:

= la solucién general del problema homogéneo, correspondiente a P = 0,
que representa la respuesta de la placa en ausencia de acciones exteriores
(su wibracion libre, si empleamos la terminologia de dindmica de estruc-
turas). Esta situacién corresponde precisamente con la estudiada de forma
analitica en el Capitulo 2, a partir de la cual se obtuvieron el espectro de
frecuencia y los modos de propagacion de ondas guiadas en la placa.

= la solucién particular de la ecuacién completa para una accién P # 0.
La inclusion de este término permite obtener la vibracion forzada de la
placa bajo la accién de solicitaciones externas.

En los apartados siguientes se estudia el problema del MEF homogéneo,
P =0, cuya solucién proporciona una aproximacion del espectro de frecuencia
y de los modos de propagacion de las ondas guiadas en la placa.

Si se fija el nimero de onda k, la ec. (3.212) se convierte en un sistema de
autovalores lineal en w? con la siguiente forma:

(K -w’M)X =0 (3.214)

donde: K = k?A +ikB + G es la matriz de rigidez del sistema y es una matriz
conocida, M es la matriz de masa del sistema, y X es el autovector generalizado
y viene dado por la ec. (3.160).

3.5. Placa en deformacién antiplana: Ondas SH

Cuando se estudia una frecuencia fija w en el problema de deformacién
antiplana, la ec. (3.212) representa un sistema de autovalores lineal en k? como

el siguiente:
(F*PA+C)X =0 (3.215)

donde C = G —w?M es una matriz conocida. Ambas matrices son simétricas y
reales, por lo que todos los autovalores k2 son reales. Consecuentemente, se ob-
tienen valores de k reales o imaginarios puros, que corresponden a los niimeros
de onda de los distintos modos SH guiados (reales o evanescentes respectiva-
mente).
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Los autovectores cumplen una relaciéon de ortogonalidad que se obtiene
tomando dos ntimeros de onda distintos, k™ y k"), y sus correspondientes
autovectores, '™ y ¢, Utilizando la ec. (3.214) y la simetria de las matrices,
se llega a las siguientes igualdades:

(@(m))TC?(T) _ [k(r)f (Qb(m))TA?(T) - _ [l{:(m)f <?(r)>TAé(m) (3.216)

De las ecuaciones cabe concluir que se verifican las siguientes relaciones de
ortogonalidad:

(Q(m))TCq_j(r) — (@(m))TA?(r) -0 si kM £ £ (3.217)

@(m))TC?(r) _ _[k,m)f(gb(?‘))T AP si kM = k) (3.218)

3.6. Placa en deformacién plana: Ondas de Lamb

Al estudiar una frecuencia fija w en el problema de deformacién plana, la
ec. (3.212) se transforma en un sistema de autovalores cuadratico en k como el
siguiente:

(F*A+kB+C)X =0 (3.219)

donde C = G — w?M es una matriz conocida.

Cualquier problema de autovalores cuadratico se puede reescribir como un
problema de autovalores lineal con matrices no simétricas duplicando el niimero
de incégnitas. Sin embargo, para materiales isétropos, atendiendo a la especial
estructura de las matrices A, B, y C, se puede llevar a cabo un sencillo cambio
de variable que transforma el problema original en un sistema de autovalores
lineal con el mismo ntimero de incognitas, pero con matrices no simétricas.

3.6.1. Reformulaciéon como problema de autovalores lin-
eal

Si se organiza el vector X (vector de dimensién (2N x 1) al estar en el
caso de deformacién plana) de manera que se almacenan en las N primeras
posiciones la componente en la direccién r de todos los nodos, y en las N
ultimas posiciones las componentes en la direccion z, se tiene:

X

—z

X = { £, 1 (3.220)



76 Capitulo 3. EF para ondas en placas

— T _ T
donde X, = [z, @y -+ oy ]! v X, = [T X, -+ @2y]" son los vectores de

dimensién (N x 1) que almacenan respectivamente las componentes 7 y z de
los vectores X de todos los nodos.

Esta reorganizacion de los grados de libertad supone la reorganizacion de las
matrices A, By C en la ec. (3.212), la cual produce para un material isétropo
las siguientes expresiones:

A, 0 [ 0 B. [c o
A:[O AJ B_{Bg 0} c_{o CZ} (3.221)

donde las submatrices que aparecen se pueden obtener facilmente a partir de
las respectivas globales por simple inspeccion.

Si se escribe la ec. (3.212) con la nueva organizacién de los grados de liber-
tad, tenemos:

#1521 (5 D[E]-[1] o

z

Multiplicando el vector X , por k y dividiendo las columnas correspondientes
para mantener el sistema se tiene:

]{32 Ar 0 —f—]{? 0 %Brz + Cr 0 Xr _ Q
0 A, B, 0 0 ;C. KX, | |0
3

Multiplicando las tltimas N filas por k queda:
k? Ar 0 +]{} 0 Brz _I_ Cr O Xr _ Q
0 A, EBL 0 0 C, kX, | |0
(3

y agrupando:

A, 0 C. B X 0
2 T T rZ e _ ~
(elog &[T &) lx]-[a] e
Se ha obtenido un problema de autovalores lineal en k% con matrices no
simétricas que se puede reescribir como:

(K’A+C)¢, =0 (3.226)

donde el vector columna ¢, = (XT EXT)T es el autovector por la derecha de
las siguientes matrices:

T A 0 — [cC, B.
o[ 0] wo- (98] eem
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Otra forma alternativa de plantear un sistema lineal de autovectores a partir
de la ec. (3.212) se obtiene multiplicando X, por k y dividiendo las columnas
correspondientes para mantener el sistema intacto, es decir:

A, 0 0 B 1C, 0 kX
2 kAT Tz kT =r —
S R R N Ib |
Multiplicando las N primeras filas por £ y agrupando se llega a:

(,{2[% BA}JF{]ST g]){%}Z[g] (3.229)

Z

o 1o

|
228)

w

(

donde se ha obtenido un problema de autovalores lineal en k? con matrices
no simétricas, las cuales son traspuestas de las que aparecen en la ec. (3.226).
Trasponiendo la ec. (3.229) se obtiene:

6.(K’A+C)=0 (3.230)

donde el vector fila ¢ = [kX T X es el autovector por la izquierda de las
matrices A y C.

En problemas de autovalores con matrices simétricas, los autovectores por
la izquierda y por la derecha son iguales, es decir, ¢ .= QZT7 pero la relacion
entre ambos no es tan directa cuando las matrices no son simétricas.

3.6.2. Relacion de ortogonalidad entre autovectores

Los autovectores por la izquierda y por la derecha de una matriz no simétrica
cumplen también una cierta relacion de ortogonalidad, que puede deducirse
al tomar dos ntmeros de onda distintos k™ y k(" y sus correspondientes
autovectores. Utilizando las ecs. (3.226) y (3.230) se obtienen ficilmente las
siguientes igualdades:

m) ey (7 m)12 L (m) K A(r 12 (m)A A
¢Ce) = [k 6MASY =~ [K7] ¢MAGY  (3.231)
ey 4(m m)12 (1A 4(m M2 4K Hm
67Co" = KT OTAYY = - [T gPA Y (3232)

De estas ecuaciones cabe concluir las siguientes relaciones de ortogonalidad:

?Em)z @g) _ ?Z(r)z _&m) =0 si kU™ £ k0 (3.233)
ng)éfg) _ ?Er)éﬂ(im) -0 si kM £ L) (3.234)
6T = — K ARG A0 si K = kO (3.235)
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3.6.3. Modos de propagacion del problema de Deforma-
cién Plana

Para un nimero de onda cualquiera k(™) el vector de desplazamientos
nodales de dicho modo, que denotaremos por Q(m), se puede obtener a par-

tir de los correspondientes autovectores por la derecha y por la izquierda, gﬁflm)

y ng), deshaciendo los cambios de variable descritos anteriormente. Adoptan-
do una organizacion de los grados de libertad que los agrupe por componentes,
como se indica en la ec. (3.220), se llega a la siguiente relacion:

X(m ¢\ 1 T
(m) _ x(m) _ | £ — Zd,r — (m)  4(m)
? = X" = {Xgm) ] - [ ﬁcbém) B |:k(m)?i,r ?zz:| (3.236)

En la ec. (3.236) puede observarse que los desplazamientos modales depen-
den del signo del nimero de onda y, por tanto, del sentido de propagacion.
El cambio de signo del nimero de onda conlleva cambiar el signo de una de
las componentes de los desplazamientos modales. Esta observacién coincide
con el resultado analitico obtenido para las ondas de Lamb en placas elasticas
homogéneas.

3.7. Comentarios sobre los autovalores y au-
tovectores

Las ecuaciones que gobiernan los modos de propagacién en una placa dis-
cretizada para una frecuencia fija w se han planteado como un sistema de
autovalores lineal en A\ = k? tanto en el caso de deformacién plana, ec. (3.226),
como en el de deformacién antiplana, ec. (3.215). Para una malla de N nodos,
la solucién del sistema proporciona G = N - g autovalores’ A™ y sus corre-
spondientes autovectores @Elm) y Qim) en deformacion plana y ?(m) en el caso
antiplano). Al tomar raices cuadradas de los autovalores anteriores se obtienen

2@ nimeros de onda, puesto que cada A genera dos valores de k(™ 44/ \(m),

Si A™) es real y positivo, ambos nimeros de onda k(™ son también reales
pero de signos contrarios y corresponden a modos reales. Para el resto de val-
ores de A(™ los niimeros de onda k(™ obtenidos son imaginarios o complejos
y corresponden a modos evanescentes.

6Siendo g = 2 para deformacién plana y g = 1 para deformacién antiplana
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Teniendo en cuenta (%ue la dependencia funcional con r viene expresada a
través de la funcién H\" (kr), la direccién de propagacién de la onda depen-
dera del tipo de funcién de Hankel empleada (valor de n). Si fijando el orden del
desarrollo de Fourier (m) obtenemos la expresién de su expansién asintética,
es decir, estudiamos la forma de la funciéon de Hankel para valores elevados de
su argumento (kr — o), obtenemos las siguientes expresiones [7]:

n

HO (kr) = <l>éei(’”_"§ﬁ_z)[Z(—l)k(m,k)(%kr)_k—I—O(|k:r|_”_1)]

wkr p
(3.237)
HP () = (=) e @D 32 (1), b)2ikr) ™+ + Offkr| )
_ (3.238)

donde la tnica diferencia entre ambas expresiones es el signo del complejo i,
siendo ademas:

B (—=1)* 1 1 B (4m? — 1)(4m? — 3%)--- (4m? — (2k — 1)?)
(k)= g (G e e = PR
(3.239)
que para el caso k = 0 resulta:
(m,0) = 1 (3.240)

Sabiendo que la coordenada radial sera siempre r > 0 y que la dependencia
temporal es de la forma e observando las ecs. (3.237) y (3.238) se puede
concluir inmediatamente que, para valores reales y positivos de k, la funcion
Hy(,f)(kr) representa a una onda que se propaga hacia r — 400, mientras que la
funcién Hf(nl)(kr) representa a una onda que se propaga hacia r — 0. Para am-
bas direcciones de propagacion, la funciéon de Hankel produce una atenuacion

de la amplitud modal con la coordenada r del O (ﬁ)

Por tanto, si A™ es real y positivo ambos niimeros de onda también serdn
reales pero con signos contrarios, de forma que a partir las expresiones de
las expansiones asintoéticas puede deducirse que el nimero de onda positivo
(k™ > 0) representa una onda cuya fase se propaga hacia r = +o00 (caso de
Hg)(kr)) y también una onda propagandose hacia r = 0 (caso de Hﬁ?(k:r)). El
flujo de energia viaja en el mismo sentido que la fase, salvo en el caso de ondas
“backward” que viaja en sentido contrario.
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Para el resto de valores de A", los niimeros de onda obtenidos son imagi-
narios o complejos y corresponden a modos evanescentes, los cuales no se pro-
pagan sino que sufren una atenuacion de su amplitud con r. Si suponemos que
kM) = a+4ib la variacién con t es de la forma ™, un valor b < 0 implica para
la fun(non H kr ) que la amplitud modal de la onda decaera hacia r = 400,

y para H (kr) que el decrecimiento se producira hacia r = 0.

Por convencién, se designan con k™) a los G ntimeros de onda asociados
con modos reales que transportan energia hacia r = +00 y con modos evanes-
centes con amplitud decreciente hacia r = +o00, ambos obtenidos mediante
H (2)(kr) En consecuencia, los niimeros de onda k(™? = k(%) representan
modos reales que transportan energia hacia » = 0 o modos evanescentes cuya
amplitud decae hacia 7 = 0, en este caso ambos obtenidos mediante H (kr)
Los valores de k") vy k(™0 son niimeros de onda k reales y positivos en
el caso de modos que se propagan, y son numeros de onda k imaginarios o
complejos (con parte imaginaria negativa) en el caso de modos evanescentes.

Los vectores gb(m 00) y gzﬁ ™0) asociados respectivamente a los niimeros de
onda k(m+>) y J(m:0) representan la estructura de los pseudo-desplazamientos”
de la seccion transversal de la placa para el modo m segin los dos posibles
sentidos de propagacion, si el nimero de onda es real, o decrecimiento, si el
numero de onda es imaginario o complejo. Ambos vectores estan asociados
entre si debido a las propiedades del problema de autovalores del cual se han
obtenido, y ademés proporcionan una relacion esencial entre los problemas
antiplano y de deformacién plana:

» Caso antiplano: los dos vectores son iguales:

Pmote) = ¢m0) (3.241)
- antiplano - antiplano
La estructura modal es independiente de la direcciéon de propagacion, lo
cual coincide con el resultado analitico obtenido para ondas SH guiadas
en placas homogéneas.

» Caso de deformacién plana: ya que ambos niimeros de onda k(™) y
k(9 tienen los mismos autovectores “modificados”, Q;m) y g(,m), los au-

tovectores nodales generalizados, Q(m’Jroo) y ?(m,O)’ son iguales para cada
uno de ellos debido a que al deshacer el cambio de variable aparece el

nimero de onda®:

"Intervienen en la discretizacién del vector F(z), ya que no se discretiza directamente el
vector que contiene los desplazamientos u.
8Este hecho se puede apreciar en la ec. (3.236).
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¢(m7 0)

6™ o
L= [ 1 d’¢<m> = i S (3:242)
puano k(m, )_d,z plano k(msFo0) —d,z plano

¢(m,+oo)

(m,+00) (m,0)
= | =7 =| = 3.243
P I () om0 (3.243)
plano plano

—Z —Zz

Se observa que para obtener los autovectores generalizados del modo
k(™9 a partir del modo k(™ +>) ¢ viceversa, no hace falta realizar ninguna
operacién ya que ambos son iguales.

3.8. Fuerzas nodales consistentes en una sec-
cion r = ry

En la placa infinita discretizada de la figura 3.3 se adopta una seccién

transversal cualquiera r = ry con vector normal n = [£1,0]7. Para obtener

las fuerzas nodales consistentes realizaremos una integracion sobre la region

toroidal definida por un elemento cualquiera e de espesor [ comprendido entre
28y 2¢ (ver Figura 3.5).

Definiendo los contornos verticales de la regién como Sy y Sy y los horizon-
tales (resultado de la discretizacién) como S3 y Sy, y teniendo en cuenta que

las fuerzas nodales consistentes Py y Fj , estan aplicadas en los contornos de
coordenadas » = a y r = b respectivamente, tenemos que:

Sug Py = / 6u' 5, rdS (3.244)
S1

donde una expresién similar puede obtenerse para el contorno Sy y la fuerza
nodal consistente Pj.

Teniendo en cuenta que:

su’ = duy N7 (3.245)

ds = dz (3.246)
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/—— 7’0 (3247)

sustituyéndolo en la ecuacion (3.244) obtenemos que:

0y Py = 8ty 7o / N'G, dz (3.248)

y para variaciones arbitrarias de los desplazamientos modales

h
Py = 1 / N'G, dz (3.249)
0

Por otro lado, para cada modo de propagacion con numero de onda k y
coeficiente de participacion ay, las tensiones en el contorno vertical S1 vienen
dadas por:

~

o (3.250)

Ty

y el correspondiente vector de fuerzas nodales seré:

h
P. = 719 ay / NG, dz (3.251)
0

El vector de tensiones modales en el contorno o, viene dado por:

ET\’V’T’
G = — | 6 (3.252)

Org kmodos

Teniendo en cuenta las ecs. (3.117) a (3.122) y las ecs. (3.110) a (3.115)
podemos expresar el vector de tensiones en el contorno vertical como:

(2uHY, — AK?Hy) fi + NeHy fy + 20 (H), — Ho) £,
o = P, f{ + phH), fo + p2 Hy f (B.253)
2 (H), — Hm) fy + u(H), — LH), + 22H,,) f3

1)
|
|

o de forma matricial:
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G, = SE+TF

donde:
(2pHy, — Me*Hy) 0 2u2(H,
S = —| o pkH!
m H,,
2pye (Hy, — 52) 0
0 AkH,, 0
T = — | pH, 0  piHyf
0 0 0

Sabiendo que:

F = NX°

la ecuacién (3.254) queda:

G, = (SN+TN)X

por lo que podemos decir que:

N'z, = (N'SN+N'TN')X®

NG, = (N'NS+4+N'NT)X®
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(3.254)

(3.255)

(3.256)

(3.257)

(3.258)

(3.259)

(3.260)

(3.261)

donde las modificadas matrices overlineS y overlinel’ vienen dadas por:

(3.262)
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T = . (3.263)
T

y estdn construidas con m + 1 submatrices S y T.
Tras todo ésto, sustituyendo en la ecuacién (3.251) obtenemos que:

P, = 1o / INTN dz]S + / INTN' dz]T]X* (3.264)

3.9. Desarrollo en modos nomales

Si se supone una placa semi-infinita de espesor d = 2h limitada por una
seccion transversal r = rg, la solucion elastodinamica en dicha placa puede
expresarse como una combinacién lineal de los modos de propagacién de la
placa (desarrollo en modos normales, o también superposicion modal), donde
s6lo se incluyen aquellos modos que satisfacen la condicién de radiacion. Esta
condicién implica que los modos reales deben extraer energia de la seccion rg y
los modos evanescentes deben decrecer en amplitud cuando |r — 9| — co. La
seccién transversal r = ry define dos placas: (0,7] y [ro, +00), la segunda de
las cuales es infinita y se muestra en la Figura 3.8.

ZT r=r,

h J
X

Figura 3.8. Geometria de la placa infinita

e P N

v~

Los nimeros de onda k que cumplen la condicion de radiaciéon en cada ca-
so seran k(™9 en el primero (resultado de emplear Hr(r})(kr))) y k(m+o0) en
el segundo (resultado de emplear H,Sf)(k:fr’))). En los desarrollos siguientes, los
nimeros de onda que cumplen la condicién de radiacién se denotaran con k™),
y sus correspondientes autovectores nodales generalizados con ¢™. En el ca-
so de ondas de Lamb, cuando se estudien frecuencias donde exista una onda
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“backward” la condicién de radiaciéon obliga a seleccionarla de forma que su
fase viaje hacia el borde, puesto que el flujo de energia se propaga en sentido
opuesto.

Al estudiar una frecuencia fija w, la formulacién de EF aproxima los modos
de Lamb y SH guiados mediante las soluciones de dos problemas cuadraticos
de autovalores, ecs. (3.219) y (3.215) respectivamente. En ambos casos, una
malla de N nodos produce 2G = 6N nimeros de onda k™ y sus correspondi-
entes autovectores nodales ¢(m), de los cuales sélo la mitad G = 3N satisface la
condicién de radiacién. Estos modos aproximados se emplean en el desarrollo
en modos normales del campo difractado en la placa semi-infinita, en lugar de
utilizar los modos analiticos.

La particularizacion de la superposicion modal en el borde r = ry propor-
ciona la siguiente expresion para los desplazamientos:

= usando el desarrollo en serie de Fourier en 6 con exponenciales:

00 G
Qdi _ Z Za(j,m)g(j,m,ro) eimb piwt (3265)

m=—oo j=1

= usando el desarrollo en serie de Fourier en términos de sonos y cosenos”:

oo G
w = 33 [alim @) 4 afim @ wm gt (3.266)

m=0 j=1

donde @Z(m) (i = a,s) es una matriz que incluye los factores que nos propor-
cionan las componentes simétricas o antisimétricas de los desplazamientos (de-
pendiendo del vector AR empleado), u = H(j’m”"O)@(j)es el vector de dsplaza-
mientos modales, H™7) es una matriz que incluye las funciones de Hankel
(obtenidas para el modo j y la coordenada radial r = 1), ng(j ) es el autovector
generalizado para el modo j (obtenido de resolver el problema lineal en k?) y
alm™) es el coeficiente de participacién del modo j.

Las matrices @™ y O™ vienen dadas por las siguientes expresiones:
@gm) - : @((lm) = (3.267)
(_)gm) @z(zm)

9Esta tltima expresién incluye tanto las componentes simétricas como las antisimétricas.
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donde ©{™ y O son submatrices de érden (3 x 3), que vienen dadas por:

cos (m0) 0 0

em — 0 cos (m#0) 0 (3.268)
i 0 0 —sen(mb)
[ sen(m#) 0 0

eom — 0 sen(m#) 0 (3.269)
0 0 cos (mb)

Por otro lado, HU"™™) es una matriz de érden (G x G) cuya diagonal
estd formada por las matrices de funciones de Hankel, ya vistas anteriormente,
obtenidas para el modo j y la coordenada radial r = r:

H
HGr0) — (3.270)
H (4,m,ro)
donde H es una matriz que vienen expresada segin la ec. (3.103), cuyas fun-
ciones deben ser escogidas de forma consistente con la condicién de radiacién (es
decir, emplear H,S%)(k:ro) cuando propagacion sea hacia r — 0 o bien Hg)(kro)
cuando sea hacia r — +00).

Tal como se expresa en la ec. (3.265) (también en la ec. (3.266)), para la
obtencién del campo de desplazamientos es necesario realizar la suma en todo
el rango del desarrollo de Fourier (m) para todos los modos existentes en la
frecuencia w considerada. Para realizar esta suma para todos los modos se em-
plean los coeficientes de participacién modales a cuya obtencion se abordara en
el Capitulo 5.



Capitulo 4

Generacion de Ondas Cilindricas
Guiladas

4.1. Introducciéon

Uno de los aspectos més ventajosos de las ondas guiadas es el potencial que
ofrecen para realizar tareas de inspeccién remota de defectos en placas (de-
teccion, localizacién y caracterizacién de los mismos) a causa de su pequena
atenuacion por radiacion, que es nula en el caso plano mientras que para ondas
cilindricas es del O (\/%7), es decir, pequena frente a la atenuacién de las ondas de

volimen, que es del O(\/%) . Ademas del alcance, otra ventaja que presentan
estas ondas es que permiten evaluar todo el espesor de la placa simultanea-
mente, y a lo largo de todo el camino recorrido por la onda. Sin embargo, el
desarrollo de aplicaciones de este tipo debe afrontar y resolver efectivamente
una serie de cuestiones relacionadas con la generacion y recepciéon de ondas

guiadas, asi como con su interaccién con defectos.

En primer lugar es necesario irradiar la placa con una senal ultrasonica
guiada que pueda viajar largas distancias. Para ello se deben excitar modos
reales.

Experimentalmente es posible generar y detectar de manera selectiva mod-
os concretos empleando diversas técnicas Las dos técnicas mas utilizadas son:
transductores piezoeléctricos angulares de ondas longitudinales que se acoplan
a la placa por inmersién local o mediante cunas intermedias de metacrilato (por
ejemplo plexiglds, perspex), y transductores lineales periédicos de tipo peine
(“comb transducer” ). En el primer caso, el transductor produce una onda plana
en la cuna intermedia que, al incidir con una cierta inclinacion en la interfase
con la placa, genera ondas guiadas en la misma por refraccién (de acuerdo con

87
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la ley de Snell). En el segundo caso, se aplica una vibracién periédica al trans-
ductor, lo cual excita principalmente aquellos modos cuya longitud de onda
coincida con la separacion entre los elementos del transductor.

La naturaleza multimodal de las ondas guiadas otorga flexibilidad para vari-
ar tanto la frecuencia como el modo de trabajo, que consecuentemente podran
elegirse para maximizar la sensibilidad de la inspeccion al parametro que se
desee medir (por ejemplo: existencia, posicién o tamano de un defecto).

No obstante, los problemas estudiados en la mayoria de los casos son bidi-
mensionales (onda plana incidiendo sobre un defecto de longitud infinita en la
direccién paralela al frente de onda). Pero existen defectos que son dificiles de
detectar con las técnicas enunciadas, como es el caso de los defectos tridimen-
sionales. Para su deteccion deben emplearse ondas que se propaguen con un
frente de onda tridimensional (como es el caso de las ondas cilindricas). Para
generar este tipo de ondas 3D, pueden excitarse modos de propagacion en la
placa a través de la aplicacién de un campo de desplazamientos prescrito en
uno de sus bordes. Ejemplos donde esta técnica es de utilidad pueden ser: la
deteccion y caracterizacion de grietas que crecen radialmente a partir de los ta-
ladros de remachado, o bien la deteccion de defectos en una tuberia mediante
ondas guiadas propagandose en direccion circunferencial, tales como las que se
generan en algunos vehiculos automaticos de inspeccién interior.

Para usar este tipo de técnicas de inspeccion, es necesario conocer como
se comporta la onda cilindrica en su propagacion en la placa. Por ello es fun-
damental tener un conocimiento exacto no sélo de los modos de propagacion
excitados segun sea el tipo de desplazamiento impuesto en la placa, sino tam-
bién de la deformada de dichos modos (estructura modal) en su movimiento a
través de la misma.

Como apoyo al estudio de este tipo de ondas, en este capitulo se van a
aplicar las técnicas numéricas desarrolladas previamente (Capitulo 3) para es-
tudiar problemas de generacién de ondas cilindricas guiadas. Para ello se em-
pleardan placas elasticas homogéneas con un agujero cilindrico pasante, donde
se aplicaran como excitacion externa una serie de desplazamientos prescritos.
Dichos desplazamientos generaran en la placa ondas cilindricas que se propa-
garan a su través.

El campo de desplazamientos producido sera calculado numéricamente para
su posterior comparacion con resultados analiticos extraidos de distintas fuentes
bibliogréficas. Estas comparaciones se realizaran para valores bajos de frecuen-
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cia, en los cuales el problema de generaciéon en 3D se asemeja a un problema de
tension plana o de flexion de placas delgadas. Posteriormente, se propondran
resultados para valores de frecuencia mas elevados.

4.2. Coeficientes de participacion modal

Cuando una fuente externa se aplica arménicamente sobre el borde de una
placa se producen ondas guiadas que se propagan por el interior de la misma,
pudiendo en su movimiento llegar a interaccionar con defectos. El resultado de
esta interaccién consiste en una difraccion de la onda, que produce un repar-
to de la energia incidente entre los campos reflejado y transmitido. Ademas de
este fendomeno de difraccion, tiene lugar una conversién modal que produce una
redistribucién de la energia incidente entre todos los modos reales. Concreta-
mente, el fendémeno de conversion modal se produce no sélo al interaccionar
la onda con el defecto, sino también al generar la onda guiada desde el borde
donde se encuentra aplicada la fuerza prescrita.

Por tanto al imponer un campo de tensiones sobre un borde de la placa,
se estan excitando una serie de modos cuya propagacién (reparto de la energia
cedida por la fuente de excitacién) depende de los coeficientes de participacién
modal de cada modo concreto'. En nuestro caso, al tener una placa con un agu-
jero circular pasante sometida a un campo de tensiones prescrito en su borde
interior, podemos suponer que las fuerzas impuestas se traduciran en los modos
de propagacién de la onda a través de la placa (desplazamientos internos), de
forma que el modo k estara ponderado respecto al resto de los modos en base
al coeficiente de participacién modal ¥, y andlogamente suederd con el resto
de los modos.

Para el estudio que se va a realizar, se empleara una placa de un material
homogéneo, elastico e isétropo de espesor constante, con un agujero circular
pasante sobre cuyo borde, situado en » = a, impondremos una fuerza prescri-
ta. El valor de dicha fuerza producira tres casos diferentes de estudio, en los
cuales se aplicara una fuerza unitaria positiva en la direccion de una sola de
las coordenadas del sistema de referencia cilindrico, siendo la fuerza nula para
las otras dos coordenadas.

El problema considerado en este capitulo constituye el caso mas sencillo de
difraccion de ondas guiadas, puesto que su geometria y condiciones de contorno

ILos coeficientes de participacién modal (a(m) para el modo m) fueron enunciados en el
desarrollo en modos normales del Capitulo 3.



90 Capitulo 4. Generacion de Ondas Cilindricas Guiadas

permiten una aplicacién directa de la técnica de superposicion modal, siempre
satisfaciendo la condicion de radiacidén en el borde considerado.

Para aplicar la formulacion semi-analitica de EF se discretiza el espesor de
la placa en un nimero de elementos que depende de la méaxima frecuencia de
trabajo segin la ecuacion:

A/l >3 (4.1)

donde [ es el tamano del elemento, A\r = 27¢; /w es la longitud de onda de
las ondas transversales a la frecuencia w, § = 6 para elementos lineales y 5 = 3
para elementos cuadraticos.

Esto nos permite calcular las curvas de dispersion y los modos de propa-
gacién de la placa. A continuacion, se aplica el principio de superposicion para
expresar la solucién del problema completo como suma de dos subproblemas:

1. un tren de ondas incidentes propagandose en una placa infinita, cuya

s . ~n ~n . /W
solucién se supone conocida (u™ ; f ), y que se denominard “campo
incidente”.

2. un “campo reflejado” de ondas en la placa semi-infinita, que se expresa
como una combinacion lineal de los modos de la placa infinita

@re — Um,ro,gm (42)

fe _ Fm,ro7gm (43)
donde la tnica incégnita son los coeficientes de participacién modal ™.

En las ecuaciones anteriores debemos definir:

umre — [ am,l,ro am,Z,ro am,?)N,ro ] (44)
Froro — |: fm,l,m fm,2,ro fm,SN,m } (45)
al,m
gm — a2,m (46)
OL3N’m

Teniendo en cuenta que la superposicion de ambos debe satisfacer la condi-
cién de contorno en el borde, se puede plantear una ecuacién para calcular a.
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La condicién de contorno en la seccion del borde del agujero, » = a, para el
problema total es la siguiente:

Q(T = a, Z7t) = Ubporde = @(Z) = @m(z) +@T6<Z> = @borde <47)

Como en nuestro caso 4 (z) = 0, la ecuacién anterior se transforma en una
condicién de contorno del tipo Dirichlet (desplazamientos prescritos) para el
problema de generacion desde una cavidad cilindrica:

=)

re(z) = @borde = @prescrito (48)

Sustituyendo en la ec. (4.2), y resolviendo el sistema para los coeficientes de
participacién modal o, obtenemos la siguiente expresién para dichos coeficientes
de participacién modal[5]:

@ = Ur_n}rm (Qpresc - gln(z)) (49)

Si consideramos el problema de fuerzas prescritas, tendremos:

-~

flr=a,2t) = frorde = z(z) = Zm(z) +Zr6(z) = [ borde (4.10)

y como en nuestro caso f™(z) = 0, la ecuacién anterior se transforma en
una condicion de contorno de tipo Newman ( fuerzas prescritas):

ire(z) = iborde = iprescrito (411)

Sustituyendo en la ec. (4.3), y resolviendo el sistema para los coeficientes de

participacién modal o, obtenemos la siguiente expresién para dichos coeficientes
de participaciéon modal:

a=F (f

m,ro’ - fln(z)) (412)

<presc <

4.3. Representacion del problema de Generacion
en 3D

Como hemos comentado con anterioridad, una forma de generar ondas
guiadas que se propagan en el interior de una placa consiste en imponer un
campo de tensiones en uno de sus bordes. Para el caso de las ondas cilindricas,
éstas pueden ser generadas desde una cavidad cilindrica al aplicar dicho campo
de tensiones en el borde interior de un agujero circular existente en la placa.
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A continuacién, vamos a representar graficamente los distintos modos de
propagacién que resultan de generar ondas cilindricas por el procedimiento co-
mentado. Para ello vamos a hacer uso del MEF desarrollado en el Capitulo 3.
Para los calculos numéricos, se ha empleado una placa de espesor d = 2h = 2-1,
con un agujero circular pasante de radio r = a = h, siendo la placa de un ma-
terial elastico con las siguientes propiedades: densidad p = 1, coeficiente de
Poisson v = 0,25, velocidad de ondas longitudinales ¢, = sqrt3mm/s y veloci-
dad de ondas transversales ¢z = 1 mm/s.

En este proyecto se van a analizar tres casos simples de desplazamientos
prescritos en el agujero:

= Desplazamiento radial uniforme:

fr(r=a)=1
f(r=a)=0 (4.13)
fg(?“ = CL) = 0

= Desplazamiento axial uniforme:

fr(T = a) =0
f.(r=a)=1 (4.14)
fo(r=a)=0

= Desplazamiento circunferencial uniforme:

fr(r=a)=0
f:(r=a)=0 (4.15)
fo(r=a)=1

cada uno de ellos para los casos axisimétrico (m = 0) y no axisimétrico (m # 0).
Concretamente para el caso no axisimétrico se considerara m = 1.

En todos los casos estudiados en este apartado, la frecuencia de calculo
serd 2 = 2,8579 y las ondas cilindricas se propagaran hacia r — +oo (para
mostrar de forma clara la propagacién de cada onda se ha representado sélo una
placa semicircular, 6 € [0, 7]). Para el valor de frecuencia considerado existen
6 modos reales: S0, S1, A0, A1, SHO y SH1,y para discretizar el espesor de la
placa se han empleado tantos elementos cuadraticos como son necesarios segin
lo obtenido por el criterio de mallado. El punto de trabajo aparece representado
en la Figura 4.1.
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ciler Ondas SH guiadas
4 T 7 4 T T T T T T
7o
SH2 shi,”
3+ Q=2.8579 sl ‘O=28579 T .
Q 24 Qoal 1 SHO
Qsmj’”
14 14 3 4
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3Im(g) RNe(E) Im(E) Re(E)
Figura 4.1. Punto de trabajo para 2 = 2,8579.
4.3.1. Estructura Modal de Ondas Generadas desde una

cavidad cilindrica

En este apartado se representaran las estructuras de los desplazamientos
para los distintos tipos de ondas guiadas cilindricas que se propagan por el
interior de la placa. Consideraremos la misma placa que en los apartados ante-
riores, con un agujero cilindrico pasante de radio r = a = h donde aplicaremos
los distintos tipos de fuerzas prescritas debido a los cuales se generaran las
ondas.

Consideraremos en primer lugar el caso axisimétrico (m = 0) y posteri-
ormente el no axisimétrico (m # 0, donde tomaremos m = 1), y vamos a
representar las deformadas de los modos mas significativos que son generados
para cada uno de los tres tipos de fuerzas que impondremos en el borde del
agujero. El vector de fuerzas prescrito tendra las siguientes componentes:

(4.16)

f prescrito

Nl

Los resultados numéricos obtenidos para los casos axisimétrrico y no ax-
isimétrico, tomando como los valores de calculo z = h y 6 = 0, se recogen en
los Cuadros 4.1 y 4.2, respectivamente, en los cuales se detallan los valores de
los coeficientes de participacién modal para cada uno de los casos considerados.
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Caso Axisimétrico (m = 0)

= Cuando en la cavidad cilindrica imponemos una fuerza prescrita consis-
tente en una fuerza unidad segin la coordenada radial, mientras que para
el resto de coordenadas la fuerza es nula:

T

fprescrito = |: 17 0, 0 i| (417)

r=a

los modos que se generan en la placa son sélo modos Si, con 1 =0,1,2, ..
(modos simétricos de Lamb), no generdndose ni modos A (modos anti-
simétricos de Lamb) ni modos SH. La representacién de la deformada del
modo S0, generado por la fuerza impuesta dado por la ec. (4.17), para
m = (0 se muestra en la Figura 4.2.

m=0

Modo 7w 11 0,07 [y =1(0,1,07 | £ = [0,0, 1]

S0 0,2494 0 0

S1 0,8689 0 0

A0 0 0,5710 0

Al 0 0,4591 0
SHO 0 0 0,6667
SH1 0 0 0

Cuadro 4.1. Coeficientes de participacién o™ para el Caso Axisimétrico (z = h, § = 0).

= Cuando en la cavidad cilindrica imponemos una fuerza prescrita consis-
tente en una fuerza unidad segun la coordenada axial, mientras que para
el resto de coordenadas la fuerza es nula:

T

fprescrito = |: 07 1, 0 i| (418)

r=a

los modos que se generan en la placa son s6lo modos Ai, coni=0,1,2, ..,
no generandose ni modos S ni tampoco modos SH. La representacion de
la deformada del modo A0, generado por la fuerza impuesta dada por la
ec. (4.18), para m = 0 se muestra en la Figura 4.3.

» Cuando en la cavidad cilindrica imponemos una fuerza prescrita consis-
tente en una fuerza unidad segun la coordenada circunferencial, mientras
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Modo S0, m=0, f =(1,0,0), Q=2.8579, £=2.6855

prescrito

Figura 4.2. Onda SO generada por una fuerza radial unidad, para m = 0.

que para el resto de coordenadas la fuerza es nula:

Jorescrito = [ 0,0,1 }T (4.19)

r=a

los modos que se generan en la placa son sélo modos SHi, con 1 =
0,1,2, .., no generandose ni modos S ni modos A. La representacion de
la deformada del modo SHO, generado por la fuerza impuesta dada por
la ec. (4.19), para m = 0 se muestra en la Figura 4.4.

Para m = 0, los desplazamientos de los modos de Lamb y SH estan de-
sacoplados como se observa en las soluciones analiticas de Achenbach (ver ecs.
(2.189) a (2.194)). Los primeros producen desplazamientos u, y u,, mientras
que los segundos sélo producen desplazamiento ug. Asi, al prescribir fuerzas
circunferenciales en el agujero sélo se generaran modos SH, mientras que al
imponer fuerzas radiales o axiales s6lo se generaran modos S o A.

Ademas, en ambos casos, si las condiciones de contorno aplicadas son simétri-
cas respecto al plano medio de la placa, sélo se generaran modos simétricos (Si
o SHi, con i par). Para condiciones de contorno antisimétricas respecto al
plano medio de la placa, sélo se generaran modos antisimétricos (Ai o SHi,
con i impar).
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Modo A0, m=0, f =(0,1,0), Q=2.8579, £=3.2455

prescrito

Figura 4.3. Onda AO generada por una fuerza axial unidad, para m = 0.

Modo SHO, m=0, f =(0,0,1), Q=2.8579, £=2.3875

prescrito

Figura 4.4. Onda SHO generada por una fuerza circunferencial unidad, para m = 0.
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m =1
Modo F=1[1,0,0T | f=1[0,1,0]T | f=10,0,1"
S0 0,1997 0 0,1678
S1 0,4731 0 0,3974
A0 0 0,5715 0
Al 0 0,2514 0
SHO 0,3430 0 0,3792
SHI 0 0,2350 0

Cuadro 4.2. Coeficientes de participacién a?™) para el Caso No Axisimétrico (z=h,0

Caso No Axisimétrico (m = 1)
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0).

= Cuando en la cavidad cilindrica imponemos una fuerza prescrita consis-

tente en una fuerza unidad segin la coordenada radial, mientras que para
el resto de coordenadas la fuerza es nula (ec. (4.17)), los modos que se
generan en la placa son sélo modos S, con ¢ = 0,1,2,.. y modos SHJ,
con j =0,2,4,.. (j par), no generandose modos A. La representacién de
las deformadas de los modos S0 y SHO, generados por la fuerza impuesta
dada por la ec. (4.17), para m = 1 se muestra en la Figuras 4.5 y 4.6,
respectivamente.

Cuando en la cavidad cilindrica imponemos una fuerza prescrita consis-
tente en una fuerza unidad segun la coordenada axial, mientras que para
el resto de coordenadas la fuerza es nula (ec. (4.18)), los modos que se
generan en la placa son sé6lo modos Ai, con i« = 0,1,2,.. y modos SHJ,
con j =1,3,5,.. (j impar), no generdandose modos S. La representacion
de las deformadas de los modos A0 y SH1, generados por la fuerza im-
puesta dada por la ec. (4.18), para m = 1 se muestra en las Figuras 4.7
y 4.8, respectivamente.

Cuando en la cavidad cilindrica imponemos una fuerza prescrita consis-
tente en una fuerza unidad segun la coordenada circunferencial, mientras
que para el resto de coordenadas la fuerza es nula (ec. (4.19)), los mo-
dos que se generan en la placa son sélo modos SH? y modos S, con
1 = 0,1,2,.., no generandose modos A. La representacion de las defor-
madas de los modos SHO y S0, generados por la fuerza impuesta dada
por la ec. (4.19), para m = 1 se muestra en las Figuras 4.9 y 4.10, respec-

tivamente.

Para m # 0, los desplazamientos de los modos de Lamb y SH pasan a estar
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Modo S0, m=1, f =(1,0,0), Q=2.8579, £§=2.6855

prescrito

Figura 4.5. Onda SO generada por una fuerza radial unidad, para m = 1.

Modo SHO, m=1, f =(1,0,0), ©=2.8579, {=2.6855

prescrito

Figura 4.6. Onda SHO generada por una fuerza radial unidad, para m = 1.
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acoplados porque todos ellos producen desplazamientos radiales y circunferen-
ciales (ver ecs. (2.189) a (2.194)).

Al prescribir cualquiera de las tres fuerzas en el agujero, se generaran todos
los modos del espectro. Sin embargo, si las condiciones de contorno aplicadas
son simétricas respecto al plano medio de la placa, sélo se generaran modos
simétricos (Si o SHi, con i par). De igual forma sucede para las condiciones
de contorno antisimétricas, con las que sélo se generaran modos antisimétricos
(Ai o SHi, con i impar).

Como puede constatarse, todos los resultados numéricos obtenidos en este
proyecto reproducen con precision las predicciones técnicas descritas anterior-
mente:

» para m = 0, una fuerza radial en el agujero s6lo genera modos S, una
fuerza axial en el agujero sélo genera modos Ai, y una fuerza circunfer-
encial en el agujero sélo genera modos SH1.

= para cualquier valor de m, una fuerza prescrita simétrica respecto al plano
medio de la placa sdlo genera modos guiados simétricos, mientras que una
fuerza prescrita antisimétrica respecto al plano medio de la placa soélo
genera modos guiados antisimétricos.

4.3.2. Principio de superposicién modal

Segin vimos al estudiar el desarrollo en modos normales, la solucién elas-
todindmica en una placa podia expresarse como una combinacién lineal de los
modos de propagacion de la placa de forma que sélo se incluian aquellos modos
que satisfacieran la condicion de radiacién. Por tanto, una onda que viaja por
el interior de una placa puede hacerlo segtin diferentes modos de propagacion,
los cuales llevan a su vez asociados un determinado numero de onda. Estos
modos conforman la onda completa y estan baremados segin los denominados
coeficientes de participaciéon modal.

Asi, una onda propagandose en la placa puede ser expresada como suma de
todos los modos que se propagan en la misma afectados cada uno de ellos por su
correspondiente coeficiente de participacion. Este concepto recibe el nombre de
superposicion modal y vamos a mostrarlo graficamente para un caso concreto
de la propagacién de ondas cilindricas: caso de ondas S axisimétricas (modos
de Lamb simétricos con m = 0). El principio de superposicién modal viene
definido por la ec. (3.266).
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Modo A0, m=1, f =(0,1,0), Q=2.8579, £§=3.2455

prescrito

Figura 4.7. Onda AQ generada por una fuerza axial unidad, para m = 1.

Modo SH1, m=1, f =(0,1,0), Q=2.8579, £=2.6855

prescrito

Figura 4.8. Onda SH1 generada por una fuerza axial unidad, para m = 1.
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Modo SHO, m=1, f =(0,0,1), Q=2.8579, £=2.3875

prescrito

Figura 4.9. Onda SHO generada por una fuerza circunferencial unidad, para m = 1.

Modo S0, m=1, f =(0,0,1), Q=2.8579, £=2.3875

prescrito

Figura 4.10. Onda SO generada por una fuerza circunferencial unidad, para m = 1.
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Un caso axisimétrico implica tomar un valor para el coeficiente del desar-
rollo de Fourier del tipo m = 0, y para generar ondas S en nuestra placa de
estudio vamos a aplicar una fuerza radial uniforme (u, = 1, u, = ug = 0) en el
borde interior del agujero (r = a = h) de dicha placa. Debido a que existen un
gran numero de modos de propagacion del tipo considerado, nos centraremos
en aquellos mas significativos desde el punto de vista de su contribucién a la
solucion completa del problema de propagacion en la placa.

Como comentamos anteriormente, al realizar la superposiciéon modal con el
MEF se incluyen todos los modos existentes en la placa (Si, Ai, SHi tanto
reales como evanescentes). No obstante, para ilustrar la superposicién sélo se
han considerdo los modos simétricos (50, S1, S2, ..., Sn), siendo las deformadas
de los modos mas significativos las representadas en las Figuras 4.11 y 4.12.
Como puede observarse, la contribucion del modo evanescente S2, asi como
del resto de los modos no representados, es practicamente inapreciable salvo en
zonas préximas al borde de la cavidad cilindrica. El resultado de la superposi-
cion de dichos modos aparece en la Figura 4.13, donde se comprueba como, al
considerar la superposicion de todos los modos S, la deformada resultante de
cumple la condicién de contorno impuesta en el agujero: u,(a) = 1.

4.4. Comparacion de resultados para el prob-
lema de Generacion

Una vez obtenidos los resultados analiticos y numéricos del campo de ten-
siones para el caso de generacién de ondas en una placa desde una cavidad
cilindrica, vamos a comparar entre si dichos resultados para cada uno de los
casos estudiados en este capitulo.

Debemos recordar que al calcular el campo de tensiones de forma analitica
transformamos nuestro problema de deformacion plana en uno de tensién plana,
puesto que las condiciones de fuerzas prescritas a las que se ve sometida nues-
tra placa hacen que, para el caso de frecuencias bajas, dicha placa se comporte
como sometida a un estado de tension plana. Esta asimilacién de problemas
para bajas frecuencias sélo nos permite comparar los resultados en los casos de
fuerza prescrita radial y circunferencial, ya que el caso de fuerza axial (segin
la coordenada z) se inclumplen las condiciones de un problema tensién plana.
Consideraremos para las comparaciones un valor de la frecuencia muy por de-
bajo de la frecuencia de corte més baja: 2 = 0,28579 << Qgp, = 5 (diez veces
menor que la empleada para las representaciones de resultados en en apartado
anterior).
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Modo S1, m=0, f =(1,0,0), Q=2.8579, £=2.6855

prescrito

Modo S0, m=0, f
prescrito

=(1,0,0), Q=2.8579, £=2.6855

Figura 4.11. Deformadas de los modos S0y S1, para m = 0 y fuerza prescrita f,.(r = a) = 1.
Componentes simétricas.

Modo S2, m=0, f =(1,0,0), Q=2.8579, £=2.6855

prescrito

Figura 4.12. Deformada del modo S2, para m = 0 y fuerza prescrita f,.(r = a) = 1. Compo-

nentes simétricas.

Modo S0+S1+S2, m=0, f =(1,0,0), Q=2.8579
prescrito

Figura 4.13. Deformada tras la superposicion de los modos S0, S1, S2, ..., Sn cilindricos,
para m = 0 y fuerza prescrita f.(r = a) = 1. Componentes simétricas.
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Para discretizar el espesor de la placa se ha empleado 1 elemento cuadratico.
Para el valor de frecuencia considerado existen 3 modos reales: S0, A0y SHO,
cuyos nimeros de onda adimensionales £€U) estdn recogidos en el Cuadro 4.3.

Modo €0
S0 0,1751
A0 0,6002

SHO 0,2858
AT | —0,4982i

Cuadro 4.3. Numeros de onda de los modos significativos para = 0,28579.

Para valores bajos de frecuencia (w — 0), ocurre que el modo S0 se compor-
ta como la onda L* (onda de compresién en tension plana) y el modo SHO como
la onda 7™ (onda de cortante en tensién plana). Si obtenemos las velocidades
de propagacion de dichas ondas en tensién plana resulta:

2CL
Crx = ? /{2 —1 (420)

ere = op (4.21)

y, al ser en este caso Kk = 2—; = /3, la expresién adimensional de dihas veloci-
dades es:

Cr*

— 1,633 (4.22)
cr
o (4.23)
cr

Para comprobar que la frecuencia analizada es suficientemente baja, es nece-
sario verificar que las velocidades de las ondas SHO y SO coinciden con las de
las ondas T™ y L*, respectivamente, para dicho valor de frecuencia. Como el
modo SHO no es dispersivo, se cumple automéaticamente que:

sHo - _ g (4.24)

cr

valor que coincide con el de las ondas T%. Para el modo S0 y Q = 0,28579,
obtenemos un valor del nimenro de onda de £g9 = 0,1751, luego:
Cso Q

= — =1,63215 (4.25)
cr S0
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valor que practicamente coincide con el de las ondas L*. Por tanto a la fre-
cuencia considerada los modos S0 y SH0 aproximan muy bien a las ondas del
problema de tensién plana.

El punto de trabajo para la frecuencia considerada en las comparaciones
aparece representado en la Figura 4.14.

Ondas SH guiadas

4 T T , T T T T T
SH2 SH1
34 ’
Q24 Ho
14
0=0.28579 ! 02=0.28579
O T TI T "' T T T T
2 1 3 2 1 0 1 2 3
Im(g) Re(€) 3Im(E) Re(®)

Figura 4.14. Punto de trabajo para Q = 0,28579.

4.4.1. Comparacion para la fuerza radial

Vamos a comparar de forma gréfica los campos de desplazamientos obtenidos
analitica y numéricamente, representando el primero con lineas continuas y el
segundo con puntos, para los casos de generacién de ondas desde una cavidad
cilindrica cuando se aplica una fuerza prescrita f = [1,0,0]7 en el borde inte-
rior. Dichas representaciones se han realizado considerando un valor bajo de la
frecuencia (2 = 0,28579) y los resultados se muestran en las Figuras 4.15y 4.16
para los casos axisimétrico (m = 0) y no axisimétrico (m = 1), respectivamente.

En las Figuras 4.15 y 4.16 se muestra como la aproximacién del campo
de desplazamientos obtenida por EF (resultados numéricos) coincide con los
resultados exactos (analiticos) en todo el rango de valores de r representado.
A la vista de los resultados concluimos que, para los casos m = 0,1 y baja
frecuencia (2 = 0,28579), el método desarrollado en este proyecto proporciona
resultados coincidentes con los tedricos.
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4.4.2. Comparacion para la fuerza circunferencial

Vamos a comparar de forma gréfica los campos de desplazamientos obtenidos
analitica y numéricamente, representando el primero con lineas continuas y el
segundo con puntos, para los casos de generacién de ondas desde una cavidad
cilindrica cuando se aplica una fuerza prescrita f = [0,0,1]7 en el borde inte-
rior. Dichas representaciones se han realizado considerando un valor bajo de la
frecuencia (2 = 0,28579) y los resultados de muestran en las Figuras 4.17 y 4.18
para los casos axisimétrico (m = 0) y no axisimétrico (m = 1), respectivamente.

En las Figuras 4.17 y 4.18 se muestra como la aproximacién del campo
de desplazamientos obtenido por EF (resultados numéricos) coincide con los
resultados exactos (analiticos) en todo el rango de valores de r representado.
A la vista de los resultados concluimos que, para los casos m = 0,1 y baja
frecuencia (2 = 0,28579), el método desarrollado en este proyecto proporciona
resultados coincidentes con los tedricos.

4.4.3. Comparacion para la fuerza axial

Para el caso de bajas frecuencias, el problema de generacién de ondas en la
placa mediante la aplicaciéon de una fuerza axial (cuya condicién de contorno
es f.(r = a) = 1) puede asimilarse al calculo de la deformada de una placa
delgada sometida a flexion. Por ello podemos comparar el resultado numérico
para la fuerza axial, que hemos obtenido mediante la aplicacién del MEF, con
el resultado analitico obtenido de la expresién de la flecha en la placa delgada
cuando se le aplica una fuerza en el agujero. Al igual que en las comparaciones
anteriores consideraremos tanto el caso axisimétrico como el caso no axisimétri-
co (donde de nuevo supondremos m = 1). En ambos casos la placa tendra la
misma tipologia que en las comprobaciones anteriores, es decir, su espesor es
d = 2h y posee un agujero cilindrico pasante de radio r = a = h.

Una vez obtenida la expresién analitica para el caso axisimétrico (m = 0)
de la deformada de una placa delgada sometida a una fuerza axial unitaria en el
borde de una cavidad cilindrica (ec. (B.80)), podemos comparar graficamente
dicho resultado, para el caso de bajas frecuencias, con el obtenido numérica-
mente mediante el MEF para dicha fuerza. De dicha comparacion se concluye
que necesitamos reducir aiin mas la frecuencia considerada respecto a los casos
de fuerza prescrita radial y circunferencial. En este caso las comparaciones que
dan validez al método desarrollado se realizan para una frecuencia de valor
Q = 0,0028579 (cien veces menor que la empleada para las comparaciones de
los apartados anteriores).
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Figura 4.15. Campo de desplazamientos generado por una fuerza f, = 1: comparacién entre

el MEF y la expresion analitica [z =0, § = 0]. Caso de m =0y Q = 0,28579.
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Figura 4.16. Campo de desplazamientos generado por una fuerza f, = 1: comparacién entre

el MEF y la expresién analitica [z = 0, § = 0]. Caso de m =1y Q = 0,28579.
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m=0, c’e(a)=l, resto nulo
0.1

o)
— uz(r)
— ue(r)
0
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 4.17. Campo de desplazamientos generado por una fuerza fy = 1: comparacién entre
el MEF y la expresion analitica [z =0, § = 0]. Caso de m =0y Q = 0,28579.

m=1, Ure(a):l' resto nulo
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Figura 4.18. Campo de desplazamientos generado por una fuerza fy = 1: comparacién entre
el MEF y la expresién analitica [z = 0, § = 0]. Caso de m =1y Q = 0,28579.
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La razon de emplear una frecuencia atin menor se expone a continuacion. En

la teoria de placa delgada, las curvas de dispersion contienen 2 modos: uno real

(con k = /¥ = x) y otro imaginario (con k = i,/¥ = ix), que corresponden

respectivamentes a los modos A0 y Al de Lamb.

05— — :

\
\
\

04+ \ t /
0.3}

02} \ !
L x\ 1 /

0.1+ \

Oy 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

3Im(E) Ne(g)

Figura 4.19. Espectro de frecuencia de ondas guiadas en una placa delgada (w = £b|k|?).

Para obtener una buena aproximacion de los resultados tedricos, es necesario
reducir la frecuencia hasta que los nimeros de onda de los modos A0 y Al
coincidan con los de la placa delgada, es decir, debe cumplirse:

w
|kA0| ~ ‘kAly = \/; = (426)

kAl ~ il{}Ao (427)

Para conseguir ésto, ha sido necesario tomar un valor muy bajo de la frecuencia,
Q = 0,0028579 (cien veces menor que la empleada para el caso de tensién
plana). Para esta frecuencia los nimeros de onda de los modos significativos
aparecen recogidos en el Cuadro 4.4.

Modo £0)
S0 | 0.0018
A0 0,0551

SHO 0,0029
Al | —0,0550i

Cuadro 4.4. Numeros de onda de los modos significativos para 2 = 0,0028579.
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Puede comprobarse que |£40] ¥ |€41| practicamente coinciden entre si, y con el
nimero de onda para la placa delgada:

§pd =X h = \/%h = 55,0569¢—3 (4.28)

El punto de trabajo para la frecuencia considerada en las comparaciones
para el desplazamiento axial aparece representado en la Figura 4.20.

Por tanto, para el caso axisimétrico (m = 0), la comparacién entre los re-
sultados obtenidos analitica y numéricamente para el caso de generacion de on-
das desde una cavidad cilindrica cuando se aplica un desplazamiento prescrito
u = [0,0, 1], tomando un valor muy bajo de la frecuencia (2 = 0,0028579), se
muestran en la Figura 4.21.

En la Figura 4.21 se observa céomo la aproximacién del campo de desplaza-
mientos obtenida por EF (resultados numéricos) coincide con los resultados
exactos (analiticos) en todo el rango de valores de r representado. Por tanto
concluimos que para el caso m = 0 el método desarrollado en este proyecto
proporciona resultados comparables con los de la teoria de flexién de placas
delgadas.

Si consideramos un radio de agujero de valor r = 10h, la grafica que se
obtiene serd la Figura 4.22

Por otro lado, para el caso no asiximétrico (m # 0) tomaremos de nuevo en
las comparaciones el valor m = 1. Asi, una vez obtenida la expresién analitica
para el caso no axisimétrico de la deformada de una placa delgada sometida
a un desplazamiento axial unitario en el borde de una cavidad cilindrica (ec.
(B.88)), podemos comparar graficamente dicho resultado, para el caso de ba-
jas frecuencias, con el obtenido numéricamente mediante el MEF para dicho
desplazamiento. De nuevo se concluye que necesitamos reducir la frecuencia
considerada respecto a los casos de desplazamiento prescrito radial y circunfer-
encial (€2 = 0,0028579), pero ademds vemos que es necesario atun realizar dos
modificaciones mas en el calculo:

= el desplazamiento axial unitario prescrito en el agujero precisa considerar
un cierto desplazamiento circunferencial que es lineal con z (ug # 0). El
calculo del valor de dicho ug se recoge en el Apéndice B.

= para que los resultados numéricos y analiticos coincidan es necesario au-
mentar el radio de la cavidad cilindrica a r» = 10h (diez veces mayor al
considerado en los casos anteriores).
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Figura 4.20. Punto de trabajo para € = 0,28579.
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Figura 4.21. Campo de desplazamientos generado por un desplazamiento u, = 1: compara-
ci6n entre el MEF y la expresién analitica (placa delgada) [z =0, =0]. Caso de m =0y

Q = 0,0028579.
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m=0, V’(a):l, resto cero. a=10h.

— Solucion analitica
- FEM, 1 elemento
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I I I I I I I I I
"o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
rlh

Figura 4.22. Campo de desplazamientos generado por un desplazamiento u, = 1: compara-
ci6n entre el MEF y la expresién analitica (placa delgada) [z = 0, § = 0]. Caso de m = 0,
r =10h y 2 = 0,0028579.

La explicacion a esta nueva modificacién de las condiciones de calculo se expone
a continuacién. Para un agujero cilindrico de radio r = a = 1h, como el que
hasta ahora empleabamos en los apartados anteriores, se observa que la solucion
no cumple las hipdtesis de Kirchhoff puesto que:

[dur

dr :|7’:a % 0 (4‘29)

a pesar de que se impone u.(r = a) = 0, Vz. En la Figura 4.24 se muestra
la comparacion entre los resultados analiticos y numéricos cuando se considera
un agujero de radio r = 1, asi como un detalle de los mismos en la zona del
agujero.

Por lo tanto, cuando el radio es pequeno frente al espesor la deformacién im-
puesa en el agujero provoca deformaciones por cortante no despreciables, luego
la teoria de placas delgadas de Kirchhoff no es aplicable.

Asi, para el caso no axisimétrico (m = 1), la comparacién entre los re-
sultados obtenidos analitica y numéricamente para el caso de generacion de
ondas desde una cavidad cilindrica cuando se aplica un desplazamiento pre-
scrito u = [0,1,up]” (donde consideramos ademés un cierto desplazamiento
circunferencial) y tomando una cavidad cilindrica de radio r = 10h y un valor
de la frecuencia de €2 = 0,0028579, se muestran en la Figura 4.24.
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En la figura anterior se muestra como la aproximacién del campo de de-
splazamientos obtenida por EF (resultados numéricos) coincide con los resul-
tados exactos (analiticos) en todo el rango de valores de 7 representado (siendo
también buena la aproximacion realizada en las zonas cercanas al agujero de
la placa).

Por tanto concluimos que, para el caso m = 1, el método desarrollado en este
proyecto de resultados coincidentes con la teoria de flexién de placas delgadas
para valores muy bajos de la frecuencia (£2 = 0,0028579), aunque para ello ha
sido necesario hacer algunas modificaciones en las condiciones de contorno para
conseguir que las hipotesis de Kirchhoff se cumplieran en la placa elastica.



Capitulo 5

Difraccion de Ondas Cilindricas
Guiadas

5.1. Introducciéon

En la presente seccion se estudiara la respuesta que se produce en una placa
elastica homogénea con un agujero cilindrico pasante cuando a él le llega una
onda plana incidente.

El problema a resolver es, por tanto, el siguiente: 77

De donde obtenemos dos tipos de problemas a diferenciar, podemos tener
el borde interior empotrado o bien el borede libre.

Como apoyo al estudio de estos problemas, en este capitulo se van a aplicar
las técnicas numéricas desarrolladas previamente (Capitulo 3) para estudiar el
problema de generacion de ondas cilindricas guiadas, ademas de lo que veremos
en la siguiente seccion referente a la onda incidente.

El campo de desplazamientos producido sera calculado numéricamente para
su posterior comparacion con resultados analiticos extraidos de distintas fuentes
bibliograficas.

5.2. Onda incidente

Si el origen de la onda esté suficientemente lejos del agujero cilindrico pas-
ante que existe en la placa, es razonable admitir que los frentes de onda que
llegan son planos, es decir, independientes de la coordenada y, y se propagan
a través de la estructura en la forma de Rayleigh, Love u otro tipo de ondas

115
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planas.

Las componentes del movimiento pueden ser representadas por:

U, = axei(szer) (5 1)
u, = ayei(kx—&—Qt) )
u, = azei(km—i-(lt) (53)

donde €2 es la frecuencia, y k el nimero de onda de la onda considerada. Las
amplitudes U, U, u, son generalmente complejas, teniendo asi en cuenta posi-
bles diferencias de fase, y ademas son también funcion de la profundidad z.

Una transformacién de variables al sistema cilindrico, dado por desplaza-
mientos radiales, tangenciales y verticales, en un punto con coordenadas r, 6 y
z sera:

u = ugycosb+ u,sing (5.4)
v = —u,sinf + u,cosb (5.5)
w o= u, (5.6

sustituyendo en ellas las ecuaciones (5.1) a (5.3), tenemos que:

u (U, cos 0 + 1, sin §) 'R0 (5.7)
v = (—U,sinf + @, cosf)eF*HH) (5.8)
w = azei(kw—i-ﬁt) (59)

Si hacemos un desarrollo en Serie de Fourier alrededor de § = 0:

U =Y [y c08(mb) + Tpng sin(mo)] (5.10)

m=0
oo

Vo= [T SI(mO) + Bpq cos(mo)] (5.11)

m=0
oo

w = Z[@ms cos(mb) + Wy, sin(mo)] (5.12)

m=0

Multiplicando por cos(m#), sin(mf) e integrando en un periodo omitiendo
el factor ¥, y definiendo kx = krcos®, C,, = 1 param # 0y C,,, = 1/2 para
m =0:
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2
Ums = Cm / cos(m#) (i, cos 0 + @, sin 0) e ¢ 4o (5.13)
T Jo
~ C(m o . -~ ~ _: ik cos
Umna = — sin(mé)(u, cos 6 + u, sin f)e"™" “*df (5.14)
T Jo
R Om 2m . ~ . ~ ikr cos 6
Umps = —— sin(m#@)(—u, sin 6 + u, cos f)e dd  (5.15)
T Jo
~ Cm o ~ - -~ ikr cos 6
Uma = — cos(mb)(—u, sin @ + u, cos f)e db (5.16)
T Jo
A~ Om o F ik cos 0
Wpps = — cos(m@)(u,)e™ “*°dh (5.17)
T Jo
~ Cm o . ~ \ ikrcos6
W = — sin(m#)(u,)e do (5.18)
T Jo
Usando las siguientes relaciones de transformacion:
1
cos(mf) cosf = §(cos(m +1)0 + cos(m — 1)0) (5.19)
1
sin(mf)sinf = E(cos(m —1)f — cos(m — 1)0) (5.20)
1
sin(mf) cos = é(sin(m —1)0 + sin(m + 1)0) (5.21)
1
cos(mf)sinf = é(sin(m + 1)0 — sin(m — 1)0) (5.22)
y sabiendo que:
1 2w )
— cos(m@)e*°*%dh = i™J,,(2) (5.23)
2w Jo
1 2m )
o /. sin(mf)e**%H = 0 (5.24)

(5.25)

donde i = \/Z —1); 2z = complejo; J,,(2) = FunciondeBessel obtenemos que
las componentes simétricas y antisimétricas del desplazamiento seran:

Unms o1 (kr) = T (k)] (5.26)
Uma = l[Jm L(kr) + T (k)i (5.27)
Ums = “HTmea (k) + Ty (k)] (5.28)
Uma = Om@ o (Br) = T (k)] (5.29)
Wys = Cp2i™Jp(kr)u, (5.30)
Wms = 0 (5.31)
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Usando las relaciones de recurrencia de las funciones de Bessel, considerando
z = kr:

dJ,(z 1
) L na(®) ~ e (2)] (5.32)
2mdJ,,(z
f() = Jn-1(2) + Js1(2) (5.33)
dJm(kr)  kdJnz k
o =, = gldn-1(2) = Jn(2)] (5.34)
obtenemos que:
imt dJ
Upms = 20 Up——(—2 5.35
z 2 (%) (5.3)
rm—1
~ . mi
Uma — 2C’muy7,fm (536)
ym—1
s = 2CmﬂmeTJm (5.37)
imt dJ,
Uma = 20,0, ———(—= .
Uma Cinty, ’ (dr) (5.38)
Wms = 200,10y, (5.39)
Wma = 0 (5.40)

Las ecuaciones (5.26) a (5.31) y las (5.35) a (5.40) describen el movimiento
de un elemento en coordenadas r, @, z.

5.3. Representaciéon del problema de Difrac-
cién en 3D

A continuacién, vamos a representar graficamente los distintos modos de
propagaciéon que resultan al incidir una onda plana sobre la placa en estudio.
Para ello vamos a hacer uso del MEF desarrollado en el Capitulo 3. Para los
calculos numéricos se ha empleado una placa de espesor d = 2h = 2 -1, con
un agujero circular pasante de radio r = a = h, siendo la placa de un material
elastico con las siguientes propiedades: densidad p = 1, coeficiente de Poisson
v = 0,25, velocidad de ondas longitudinales ¢, = v/3mm/s y velocidad de
ondas transversales ¢y = 1mm/s.

En este proyecto se van a analizar los siguientes casos:

= Borde empotrado:
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e Onda SO incidente
e Onda A0 incidente
e Onda SHO incidente

s Borde libre:

e Onda SO incidente
e Onda AQ incidente
e Onda SHO incidente

En todos los casos estudiados en este apartado, la frecuencia de célculo
serd Q) = 2,8579 y las ondas cilindricas se propagardn hacia r — +oo (para
mostrar de forma clara la propagacién de cada onda se ha representado sélo una
placa semicircular, 6 € [0, 7]). Para el valor de frecuencia considerado existen 6
modos reales: S0, S1, A0, Al, SHO y SH1, y para discretizar el espesor de la
placa se han empleado tantos elementos cuadraticos como son necesarios segun
lo obtenido por el criterio de mallado.

5.3.1. Estructura Modal de Ondas Difractadas en una
placa sometida a una Onda Plana Incidente

En este apartado se representaran las estructuras modales de los desplaza-
mientos que se produciran en la placa para los distintos tipos de ondas inci-
dentes.

Los resultados numéricos obtenidos para los casos borde empotrado y borde
libre, tomando como valéres de calculo z = 0 y 8 = 0 se recogen en los cuadros
de los apartados siguientes, en los que se detallan los valores de los coeficientes
de participacion modal para cada uno de los casos considerados.

Caso borde empotrado

» Cuando sobre la placa en estudio incide una onda plana SHO, los modos
que se generan en la placa son modos SH; y .S;, coni=0,1,2, ...

La representacién de la deformada de los modos SHi y Si, generada por
la accion de la onda incidente SHO se muestraen la figura 5.1
= Cuando sobre la placa en estudio incide una onda plana A0, los modos

que se generan en la placa son modos SH; y A;, coni=0,1,2,...

La representacién de la deformada de los modos SHi y Ai, generada por
la accion de la onda incidente AQ se muestraen la figura 5.2
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x10™

Modo incidente SHO. Frecuencia=2.8579. Modo representado SHi+Ai+Si, i=0,1,2.... 4

Figura 5.1. Onda generada por una onda incidente SHO.

x10~

Modo incidente AO. Frecuencia=2.8579. Modo representado SHi+Ai+Si, i=0,1,2....

Figura 5.2. Onda generada por una onda incidente AQ.
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Coe ficientem
Modos 0 1 9 3 4
SHO | 0,2063 | 3,6796 | 0,3062 | 0,0033 0
SH1 0 0 0 0 0
SH?2 0 0,1198 | 0,0489 | 0,0032 | 0,0001
A0 0 0 0 0 0
Al 0 0 0 0 0
A2 0 0 0 0 0
S0 0 1,6160 | 0,0819 | 0,0005 0
S1 0 0,6121 | 0,2345 | 0,0172 | 0,0005
S2 0 0,6288 | 0,2345 | 0,0172 | 0,0005

121

Cuadro 5.1. Coeficientes de participacién aU™ para el Caso Borde Empotrado, onda SHO
incidente (z = h, 0 = 0).

= Cuando sobre la placa en estudio incide una onda plana S0, los modos
que se generan en la placa son modos SH; y S;, cont=0,1,2, ...

La representacion de la deformada de los modos SHi y Si, generada por
la accion de la onda incidente SO se muestra en la figura 5.3

Caso borde libre

» Cuando sobre la placa en estudio incide una onda plana SHO, los modos
que se generan en la placa son modos SH; y S;, coni=0,1,2, ...

La representacién de la deformada de los modos SHi y Si, generada por
la accién de la onda incidente SHO sobre un borde libre se muestra en la
figura 5.4

Cuando sobre la placa en estudio incide una onda plana A0, los modos
que se generan en la placa son modos SH; y A;, coni=0,1,2,...

La representacion de la deformada de los modos SHi y Ai, generada por
la accién de la onda incidente AO sobre borde libre se muestra en la figura
5.5

Cuando sobre la placa en estudio incide una onda plana SO, los modos
que se generan en la placa son modos SH; y .S;, coni=0,1,2,...

La representacién de la deformada de los modos SHi y Si, generada por
la accion de la onda incidente SO sobre un borde libre se muestra en la
figura 5.6
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x10°
25

Modo incidente SO. Frecuencia=2.8579. Modo representado SHi+Ai+Si, i=0,1,2....

15

-15

-2

Figura 5.3. Onda generada por una onda incidente SO.

x10~

Modo incidente SHO. Frecuencia=2.8579. Modo representado SHi+Ai+Si, i=0,1,2....

Figura 5.4. Onda generada por una onda incidente SHO.
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6
Modo incidente AO. Frecuencia=2.8579. Modo representado SHi+Ai+Si, i=0,1,2....

6
Modo incidente SO. Frecuencia=2.8579. Modo representado SHi+Ai+Si, i=0,1,2....
4
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Figura 5.6. Onda generada por una onda incidente SO.
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Coe ficientem
Modos 0 1 2 3 4 5 6
SHO 0 0 0 0 0 0 0
SH1 0 3,0790 | 0,9598 | 0,0843 | 0,0031 | 0,0001 0
SH?2 0 0 0 0 0 0 0
A0 1,8653 1,2407 | 0,1642 | 0,0060 | 0,0001 0 0
Al | 2,5227 | 1,0177 | 0,1616 | 0,0048 | 0,0001 | 0 0
A2 138,2659 | 92,9878 | 54,1888 | 9,2533 | 0,7853 | 0,0407 | 0,0014
S0 0 0 0 0 0 0 0
S1 0 0 0 0 0 0 0
S2 0 0 0 0 0 0 0

Cuadro 5.2. Coeficientes de participacién a™) para el Caso Borde Empotrado, onda A0
incidente (z = h, 0 = 0).

5.4. Comparacion de resultados para el prob-

lema de difraccion

Una vez obtenidos los resultados analiticos y numéricos del campo de de-
splazamientos para el caso de difracciéon de ondas en una placa con agujero
pasante, vamos a comparar entre si dichos resultados para cada uno de los
casos estudiados en este capitulo.

Para las comparaciones consideraremos un valor de la frecuencia muy por
debajo de la frecuencia de corte mas baja: Q2 = 0,28579 << Qgpg, = § (diez
veces menor que la empleada para las representaciones de resultados en en
apartado anterior). Para discretizar el espesor de la placa se ha usado un ele-
mento cuadratico. Para el valor de la frecuencia considerado existen tres modos
reales: S0, A0 y SHO, cuyos nimeros de onda adimensionales £) estdn recogi-
dos en el Cuadro 5.7.

Para valores bajos de frecuencia (w — 0), ocurre que para radios lo sufi-
cientemente pequenos podemos realizar una comparacién con el problema de
generacién. Como sabemos A = 27/£ y por lo tanto, para valores del radio
pequenos ocurre que D <<< A por lo que la comparacién resulta efectiva. En
el caso de difraccion sobre agujero con borde empotrado la comparacién per-
tinente seria con el problema de generacién caso de desplazmientos prescritos.
Por su parte, el problema de difraccién sobre borde libre lo compararemos con
el de generacion caso fuerzas prescritas.
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Coe ficientem
Modos 0 1 9 3 4
SHO 0 5,2595 | 0,2666 | 0,0018 0
SH1 0 0 0 0 0
SH?2 0 0,1456 | 0,0363 | 0,0015 0
A0 0 0 0 0 0
Al 0 0 0 0 0
A2 0 0 0 0 0
S0 0,1324 | 2,3126 | 0,0713 | 0,0003 0
S1 0,6450 | 0,8331 | 0,2046 | 0,0092 | 0,0002
S2 0,6450 | 0,8421 | 0,2064 | 0,0092 | 0,0002

Cuadro 5.3. Coeficientes de participacién o™ para el Caso Borde Empotrado, onda SO
incidente (z = h, 0 = 0).

5.4.1. Borde empotrado
Comparacién onda SHO incidente

Vamos a comparar de forma grafica los campos de desplazamientos obtenidos
numéricamente con los obtenidos por el problema de generacion con desplaza-
mientos prescritos ug = [0,0,1] para m = 1 y valores del radio r = 1/20.
Representaremos el primero con lineas continuas y el segundo con puntos, para
el caso de difraccion de ondas sobre una placa con un agujero cuando sobre ella
incide una onda SHO. Dichas representaciones se han realizado considerando
un valor bajo de la frecuencia (€2 = 0,28579) y los resultados se muestran en la
Figura 5.7

En la Figura 5.7 se muestra cémo la aproximaciéon del campo de desplaza-
mientos obtenida por EF (resultados numéricos) coincide con los resultados del
problema de generacién en todo el rango de valores de r representado. A la vista
de los resultados concluimos que, para la frecuencia considerada (2 = 0,28579),
el método desarrollado en este proyecto proporciona resultados coincidentes con
los tedricos.

Comparacion onda AO incidente

Vamos a comparar de forma grafica los campos de desplazamientos obtenidos
numéricamente con los obtenidos por el problema de generacion con desplaza-
mientos prescritos u, = [0,1,0] para m = 0 y valores del radio r = 1/20.
Representaremos el primero con lineas continuas y el segundo con puntos, para
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Coe ficientem
Modos |7 1 2 3 4 5

SHO |0,7944 | 1,3029 | 0,5943 | 0,1057 | 0,0044 | 0,0001

SH1 0 0 0 0 0 0 0 0

SH2 | 45187 | 7,6608 | 4,5043 | 2,1711 | 0,7505 | 0,1355 | 0,0146 | 0,0010
A0 0 0 0 0 0 0 0 0
Al 0 0 0 0 0 0 0 0
A2 0 0 0 0 0 0 0 0
S0 0 0,6552 | 0,1622 | 0,0172 | 0,0004 0 0 0
S1 0 0,5956 | 2,5686 | 1,6905 | 0,4122 | 0,0509 | 0,0037 | 0,0002
S2 0 1,0569 | 1,8226 | 1,3857 | 0,3673 | 0,0473 | 0,0036 | 0,002

Cuadro 5.4 . Coeficientes de participacién a/™) para el Caso Borde Libre, onda SHO incidente
(z=h,0=0).

el caso de difraccion de ondas sobre una placa con un agujero cuando sobre ella
incide una onda SHO. Dichas representaciones se han realizado considerando
un valor bajo de la frecuencia (€2 = 0,0028579) y los resultados se muestran en
la Figura 5.8

En la Figura 5.8 se muestra como la aproximacién del campo de desplaza-
mientos obtenida por EF (resultados numéricos) coincide con los resultados
del problema de generaciéon en todo el rango de valores de r representado.
A la vista de los resultados concluimos que, para la frecuencia considerada
(€2 = 0,0028579), el método desarrollado en este proyecto proporciona resulta-
dos coincidentes con los tedricos.

Comparacion onda SO incidente

Vamos a comparar de forma grafica los campos de desplazamientos obtenidos
numéricamente con los obtenidos por el problema de generacion con desplaza-
mientos prescritos u, = [1,0,0] para m = 1 y valores del radio r = 1/20.
Representaremos el primero con lineas continuas y el segundo con puntos, para
el caso de difraccion de ondas sobre una placa con un agujero cuando sobre ella
incide una onda SHO. Dichas representaciones se han realizado considerando
un valor bajo de la frecuencia (2 = 0,28579) y los resultados se muestran en la
Figura 5.9

En la Figura 5.9 se muestra cémo la aproximacion del campo de desplaza-
mientos obtenida por EF (resultados numéricos) coincide con los resultados del
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Coe ficientem
Modos 0 1 p 3 4 5 6 7
SHO 0 0 0 0 0 0 0 0
SHI 0 00623 | 1,7159 | 0,4182 | 0,0552 | 0,0045 | 0,0002 | 0
SH2 0 0 0 0 0 0 0 0
A0 | 0,0444 | 05162 | 02418 | 0,028% | 0,0014 0 0 0
Al | 02018 | 06069 | 0,0542 | 0,0061 | 0,0006 0 0 0
A2 | 153,2044 | 522,5771 | 902,2647 | 376,1952 | 83,7661 | 12,0336 | 1,2258 | 0,0940
S0 0 0 0 0 0 0 0 0
S1 0 0 0 0 0 0 0 0
52 0 0 0 0 0 0 0 0

Cuadro 5.5. Coeficientes de participacién a7 para el Caso Borde Libre, onda A0 incidente
(z=h,0=0).

problema de generacién en todo el rango de valores de r representado. A la vista
de los resultados concluimos que, para la frecuencia considerada (2 = 0,28579),
el método desarrollado en este proyecto proporciona resultados coincidentes con
los tedricos.

Para este modo en cuestion realizaremos ademés una segunda comparacion.
Vamos a comparar de forma grafica los campos de desplazamientos obtenidos
analitica y numéricamente, representando el primero con lineas continuas y el
segundo con puntos, para los casos de difracion sobre una placa cuando sobre
ella incide una onda plana S0. Dichas representaciones se han realizado con-
siderando un valor bajo de la frecuencia (£2 = 0,28579) y para distintos valores
del radio del agujero. Los resultados se muestran en la Figura 5.10

En dicha figura se muestra como la aproximaciéon del campo de desplaza-
mientos obtenida por EF (resultados numéricos) coincide con los resultados
exactos (analiticos) en todo el rango de valores de r representado. A la vista
de los resultados concluimos que el método desarrollado en este proyecto pro-
porciona resultados coincidentes con los tedricos.

5.4.2. Borde libre

Comparaciéon onda SO incidente

Vamos a comparar de forma grafica los campos de desplazamientos obtenidos
analitica y numéricamente, para los casos de difracién sobre una placa con agu-
jero libre cuando sobre ella incide una onda plana S0. Dichas representaciones
se han realizado considerando un valor bajo de la frecuencia (2 = 0,28579).
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Coe ficientem
Modos 77 1 p 3 4 5 6 7
SHO 0 57164 | 1,7604 | 0,1490 | 0,0058 | 0,0001 | 0 0
SHI1 0 0 0 0 0 0 0 0
SH?2 0 48444 | 4,1994 | 3,5544 | 1,1800 | 0,2039 | 0,0214 | 0,0015
A0 0 0 0 0 0 0 0 0
Al 0 0 0 0 0 0 0 0
A2 0 0 0 0 0 0 0 0
SO 10,7399 | 2,2979 | 0,4559 | 0,0244 | 0,0006 | 0 0 0
ST | 3,8373 | 16,7693 | 7,8737 | 1,7503 | 0,3973 | 0,0557 | 0,0044 | 0,0002
S2 | 3,6801 | 15,5717 | 8,4229 | 2.3326 | 0,4869 | 0,0620 | 0,0047 | 0,0002

Cuadro 5.6. Coeficientes de participacién o™ para el Caso Borde Libre, onda S0 incidente

(z=h,0=0).

Modo | ¢0)
S0 | 0,1751
A0 | 0,6002

SHO | 0,2858

Cuadro 5.7. Ntmeros de onda de los modos significativos para €2 = 0,28579.

Los resultados se muestran en la Figura 5.11

Si erealizamos la misma comparacion para distintos valores del radio obten-
emos los resultados que se muestran en la Figura 5.12

En dicha figura se muestra cémo la aproximacién del campo de desplaza-
mientos obtenida por EF (resultados numéricos) coincide con los resultados
exactos (analiticos) en todo el rango de valores de r representado. A la vista
de los resultados concluimos que el método desarrollado en este proyecto pro-
porciona resultados coincidentes con los tedricos.
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Figura 5.7. Campo de desplazamientos generado por una onda SHO incidente sobre una
placa con borde empotrado: Comparacién entre el MEF y los resultados obtenidos para el
problema de generacién caso de desplazamientos ug =1, m = 1, w = 0,28579

Onda A0 plana incidente sobre agujero de radio a’h=0.05 a la frecuencia w= 0.28579. Desplazamientos reflejados en 6= 0, z=0
Comparacion de resultados para desplazamientos uz=1 prescritos en el agujero y m=0.
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Figura 5.8. Campo de desplazamientos generado por una onda AQ incidente sobre una placa
con borde empotrado: Comparacion entre el MEF y los resultados obtenidos para el problema
de generaciéon caso de desplazamientos u, = 1, m = 0, w = 0,0028579
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Onda SO plana incidente sobre agujero de radio a/h=0.05 a la frecuencia Q=0.28579. Desplazamientos reflejados en 6=0, z=0.
Comparacion con los resultados para desplazamiento us=l prescrito en el agujero y m=1.
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Figura 5.9. Campo de desplazamientos generado por una onda S0 incidente sobre una placa
con borde empotrado: Comparacién entre el MEF y los resultados obtenidos para el problema
de generacion caso de desplazamientos u, =1, m =1, w = 0,28579

Onda SO plana incidente sobre agujeros de radios a/h=0.05, 2 y 20 a la frecuencia Q=0.28579. Desplazamientos reflejados en 6=0,
Comparacion con los resultados analiticos obtenidos.
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Figura 5.10. Campo de desplazamientos generado por una onda S0 incidente sobre una placa
con borde empotrado: Comparacion entre el MEF y los resultados analiticos.
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Onda SO0 incidiendo en agujero libre, Q=0.28579, a=h.
Comparacion del MEF (elementos finitos 1D cuadraticos en el espesor) y la solucion analitica.
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Figura 5.11. Campo de desplazamientos generado por una onda S0 incidente sobre una placa
con borde libre: Comparacion entre el MEF y los resultados analiticos.
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Onda SO0 plana incidiendo en agujero libre de radio a, Q=0.25789.
Comparacion del MEF (4 elementos cuadraticos en el espesor) con la solucion analitica
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Figura 5.12. Campo de desplazamientos generado por una onda S0 incidente sobre una placa

con borde libre para distintos valores del radio: Comparacion entre el MEF y los resultados
analiticos.



Capitulo 6

Conclusiones y desarrollos
futuros

6.1. Introduccion

A lo largo se este proyecto se ha abordado el estudio numérico de la gen-
eracion de ondas guiadas en placas y su difracciéon sobre una placa con un
agujero desde la perspectiva del Método de los Elementos Finitos.

En el Capitulo 2 se ha descrito la teoria de la propagacion libre de on-
das guiadas armonicas, con frente de onda plano y cilindrico, en placas ho-
mogéneas de materiales isétropos elasticos y con espesor constante. Partiendo
del planteamiento matematico general de la Elastodinamica tridimensional se
han aplicado las condiciones particulares de la propagacion de las ondas guiadas
armoénicas para obtener dos problemas bidimensionales (antiplano y de defor-
macién plana), a cada uno de los cuales estd asociado a un tipo particular de
ondas (SH guiadas y de Lamb, respectivamente). Tan sélo el primero de ellos
se puede resolver completamente de forma analitica, debido a la simplicidad
de las ecuaciones resultantes. La presentacion detallada de dicha solucion ha
permitido introducir los rasgos caracteristicos esenciales de la propagacion de
ondas guiadas, entre los que cabe destacar su caracter dispersivo y multimodal
(resultado de la ecuacién caracteristica no lineal que gobierna el problema,
cuya solucién para cada frecuencia proporciona un nimero infinito de raices),
los modos reales y evanescentes (para cada frecuencia sélo existe un nimero
finito de modos que se propagan; los demas tienen una amplitud que decae con
la distancia), las frecuencias de corte (el nimero de modos reales crece con la
frecuencia; la frecuencia de corte marca la transicion de modo evanescente a
real), las curvas de dispersion, la velocidad de grupo (o de propagacién de la
energia) y la estructura de los modos. En el caso de ondas de Lamb se han

133
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descrito dos rasgos adicionales que no se presentan en el caso antiplano: la dis-
persién andémala y las ondas “backward” (cuya energia viaja en sentido opuesto
a su fase).

En el Capitulo 3 se ha presentado una formulacién semi-analitica de Ele-
mentos Finitos capaz de reproducir la propagacién libre de ondas guiadas en
placas homogéneas de materiales isotropos y eldsticos lineales. Partiendo de la
discretizacion de la seccion transversal de la placa en elementos isoparamétricos
pero conservando la variacion armoénica analitica en el resto de variables, se ha
transformado la ecuacién caracteristica no lineal analitica en un problema de
autovalores lineal, que constituye una ecuacion caracteristica aproximada para
la que se dispone de algoritmos de solucién muy robustos.

La respuesta dindmica de la placa semi-infinita frente a acciones en el borde
se ha obtenido expresando la solucién de desplazamientos y tensiones en su in-
terior como una combinacién lineal de los modos de propagacion semi-analiticos
de la placa infinita, donde sélo se han incluido aquellos modos que cumplen la
condicion de radiacion. Esta condicion implica que los modos reales deben ex-
traer energia del borde, es decir, su velocidad de grupo debe alejarse del borde,
y los modos evanescentes deben decrecer en amplitud con la distancia al borde.
Se ha tenido en cuenta que las ondas “backward” deben incluirse de forma que
su fase viaje hacia el borde, puesto que su energia fluye en sentido opuesto.

En el Capitulo 4 se ha llevado a cabo el estudio de una serie de problemas de
generacién de ondas cilindricas guiadas mediante la formulacion semi-analitica
de Elementos Finitos. Para ello se han aplicado distintos tipos de fuerzas pre-
scritas en el borde interior de una cavidad cilindrica. Con objeto de validar y
comprobar la técnica desarrollada se han comprobado los resultados numeéricos,
para valores bajos de frecuencia, con otros de los que se dispone de solucién
analitica previa.

En el Capitulo 5 se ha llevado a cabo el estudio de una serie de problemas de
difraccién de ondas cilindricas guiadas mediante la formulacién semi-analitica
de Elementos Finitos. Ello lo conseguimos mediante la aplicacion de una onda
plana incidiendo sobre la placa. Consideramos dos casos: borde empotrado o

borde libre.
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6.2. Conclusiones

En este proyecto se ha desarrollado una formulacién semi-analitica de El-
ementos Finitos en el dominio de la frecuencia para estudiar la generacion y
difraccién de ondas cilindricas guiadas tridimensionales en placas homogéneas,
isotropas y elastico lineales al aplicar un campo de desplazamientos prescrito
en el borde interior de un agujero pasante.

Se ha realizado una comprobacién exhaustiva de la formulaciéon planteada
mediante la comparacién con los resultados de generacién de ondas en placas
elasticas disponibles en la literatura, los cuales fueron obtenidos por otros au-
tores mediante la aplicacién de diversas técnicas de solucién. Los resultados
obtenidos muestran la gran capacidad y precision del método, destacandose los
siguientes aspectos:

= La obtencion del campo de desplazamientos de una onda generada desde
un agujero cilindrico coincide completamente con la solucién analitica de
dicho problema para valores bajos de frecuencia.

= Para el caso de la aplicacion de un desplazamiento axial uniforme, el
método desarrollado representa muy fielmente para bajas frecuencias el
comportamiento de la deformada de una placa delgada con desplazamien-
to vertical impuesto.

= Existe una gran similitud entre los resultados obtenidos y los existentes
en la literatura, siendo el tiempo empleado para la resolucion del prob-
lema (una vez realizada la programacién) de unos pocos segundos. Esto
permite realizar amplios barridos de frecuencia y variaciones del tipo de
desplazamiento impuesto con el fin de encontrar un modo adecuado para
cada caso experimental.

= El método desarrollado permite conocer las influencias que se producen
en la onda generada al cambiar los valores de las coordenadas del campo
de fuerzas prescrito.

6.3. Desarrollos futuros

Las posibilidades de desarrollo de la formulacién presentada en este proyec-
to son variadas, algunas de las cuales se describen a continuacion.

Las propagacién de ondas en materiales laminados, es decir, que no estan
formados por el mismo material en todo el espesor, podria ser estudiada con
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esta técnica sin mas que aplicar la formulacién a cada elemento por separado y
realizar el montaje de las matrices globales a partir de cada una de las distintas
matrices elementales. También se puede aplicar la técnica a placas con cambios
bruscos de espesor dividiendo el dominio completo en subdominios de espesor
constante y aplicando posteriormente equilibrio y compatibilidad entre cada
uno de los subdominios.

Desarrollar la aplicacion de esta técnica junto con la utilizacién de los Ele-
mentos de Contorno para resolver problemas de identificacién y caracterizacion
de grietas y defectos mediante uso de ondas cilindricas guiadas.

Una de las lineas de trabajo consistiria en estudiar la interacciéon de ondas
cilindricas guiadas con obstaculos tridimensionales, cuyo conocimiento seria de
utilidad en el desarrollo de aplicaciones de inspeccién de aviones (p. €j. detec-
cioén y caracterizacion de grietas que crecen radialmente a partir de los taladros
de remachado) y tuberias (p. j. deteccién de defectos en una tuberfa mediante
ondas guiadas propagandose en direccién circunferencial, tales como las que se
generan en algunos vehiculos automadticos de inspeccién interior), entre otras.
Estos problemas podrian abordarse mediante una técnica hibrida de EC-EF,
donde el entorno del defecto se estudiaria con el MEC tridimensional y el resto
de la placa seria sustituida por un contorno absorbente. Este tultimo se ob-
tendria de aplicar una superposicion modal en una seccion cilindrica, r = cte,
incluyendo unicamente los modos que cumplan la condiciéon de radiacion.

En este proyecto no se ha abordado la solucion del problema de identifi-
cacion de defectos o caracterizacién de materiales, que constituye el objetivo
ultimo de los END. La técnica planteada en este proyecto proporciona infor-
macién para el conocimiento de la propagacién de ondas cilindricas guiadas,
su interaccion, su generacion y su difraccion. Por tanto una linea de trabajo a
explorar seria la solucién del problema de identificacién, localizacién y carac-
terizacion de defectos a través del tipo de ondas estudiado en este proyecto.



Apéndice A

Soluciones Generales de la
Ecuacion de Ondas

En el Capitulo 2, para la obtencién de la solucién analitica del campo de
desplazamientos empleamos los resultados establecidos por Achenbach [2], en
los cuales se expresaba mediante ecuaciones la forma general de la propagacion
de una onda en coordenadas cilindricas. Posteriormente este resultado se gen-
eralizd para una variacién circunferencial cualquiera empleando los resultados
obtenidos por Zhao [10]. Sin embargo, en el Capitulo 3, para la obtencién de la
solucién numérica del campo de desplazamientos hemos empleado el desarrollo
realizado por Kausel [0] a partir de la solucién general obtenida por Sezawa [9)].

Puede resultar llamativo que hayan sido seguidos dos caminos distintos para
la obtencion de una misma solucién. No obstante, vamos a demostrar que am-
bos procedimientos nos proporcionan las mismas expresiones para el campo de
desplazamientos producido por la propagacion de una onda guiada con frente
de onda cilindrico en una placa. Con ello pretendemos validar el desarrollo
realizado, y por tanto verificar que ambos caminos son equivalentes para la
obtencién de dicha solucién (tanto el analitico como el numérico).

En primer lugar vamos a obtener la solucién general de la ecuaciéon modal de
ondas utilizada por Kausel (ec. (3.105)), solucién que fue obtenida por Sezawa
(ecs. (3.91) a (3.93)). Posteriormente, relacionaremos las ecuaciones general-
izadas de la solucién de Achenbach (desarrolladas por Zhao) con las de Sezawa,
para encontrar los parametros que permiten afirmar que ambas expresiones son
equivalentes.
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A.1. Obtencion de las Soluciones de Sezawa

Como vimos en el Capitulo 2, la propagaciéon de ondas en un material eldsti-
co lineal e isétropo estd gobernada por las ecuaciones de Navier (ec. (2.1)).
Para obtener la solucion a dichas ecuaciones empleamos la descomposicion de
Helmholtz (ec. (2.2)), segin la cual el campo de desplazamientos es solucién de
las ecuaciones de Navier si los potenciales satisfacen las respectivas ecuaciones
de ondas (expresadas por las ecs. (2.74) a (2.77)), donde se observa que existe
un acoplamiento entre los potenciales 1, y 1.. Ademads es necesario anadir una
restriccién adicional que habitualmente es expresada mediante la ec. (2.79),
aunque no es la unica valida.

Para obtener el potencial escalar ¢ resolvemos la ec. (2.74) suponiendo una
solucion en variables separadas de la forma:

o(r,z,0,t) = R(r)©(0) Z(z) e(t) (A1)

Si desarrollamos en la ec. (2.74) el término laplaciano, obtenemos:

2

10/ 0 107 0?
L0 0oy L0 O (A2)
ror\ Or r2 062 = 022 c

Si sustituimos la solucién propuesta (ec. (A.1)), dividimos entre ¢ y simplifi-
camos los términos comunes, obtenemos la siguiente ecuacién diferencial:

1 9/ OR(r) 1 0%°0(0) 1 9*Z(2) w?
— = —— (A
rR(r) or (T or ) + r20(0) 062 + Z(z) 022 2 (A.3)
Tomando las siguientes ecuaciones diferenciales para Z(z) y ©(0):
1 0°Z(z) 9
— A4
Z(z) 022 g (A4)
1 9*0(0) 5
o) ar —m (A.5)
la ec. (A.3) queda de la siguiente manera:
O*R(r) 10R(r) (w?* m?
e <§ ~B)R0) - T5R0) = 0 (A6)

cuya solucién se obtiene empleando funciones de Bessel. Por tanto, la solucion
general de la ec. (A.3) resulta, empleando notacién exponencial:

o(r,z,0,t) = (ATHS)(])T) + BTH,(,E) (pr))eimeeikzem (A.7)
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o bien en términos de senos y cosenos:

o(r,z,0,t) = (ATH,%)(pr)—l—BTH,(f)(p'r’)){ ZZE((Zg)) }eikzem (A.8)

siendo en ambas:

2
w
Py o= 5K (A.9)
7
Para obtener el potencial vectorial v,, resolvemos la ec. (2.75) suponiendo
una solucién en variables separadas de la forma:

W, (r,z,0,t) = R(r)O(0) Z(z) eliwt) (A.10)

Dado que el potencial 1, satisface una ecuaciéon de ondas similar a la de
@, podemos deducir, mediante un procedimiento analogo al anterior, que la
solucién a la ec. (2.75) vendrda dada por la siguiente expresién, empleando
notacién exponencial:

Vu(r 2, 0,t) = Z'(Aiﬂéi)(qr) + BI«HS)(QTD@””%””GM (A.11)
o bien en términos de senos y cosenos:

—sen(mf)

Uz 00) = i(AHD (ar) + BUED (@) { ol e (A12)

siendo en ambas:

Ld2

¢ = 5 -k (A.13)

Cr

Para obtener los potenciales vectoriales 1, y 1y, resolveremos las ecs. (2.76)
y (2.77). Observando dichas expresiones, que muestran la existencia de un
acoplamiento entre ambos potenciales, puede deducirse que una dependencia
con respecto al sen(m#) en 1), implica una dependencia con respecto al cos(m@)
en 1y y viceversa. Por tanto, podemos considerar como soluciones de ambas
ecuaciones las siguientes expresiones:

—sen(mf)

wT (717 Z, 97 t) = \I]’I”(r) ei(kZ+Wt) { COS (m0>

} — W, (1) ekt gm0 (A 14)

cos (mf)
sen(mb)

wo(r, z, 9>t) _ \DO(T) ei(szrwt) { } _ \Ifg(r) ei(kz+wt) eim& (A15)
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Para obtener una relacién entre las funciones W,.(r) y Wy(r) vamos a sustituir
las ecs. (A.14) y (A.15) en sus respectivas ecuaciones de onda (ecs. (2.76) y

(2.77)):

d>U 1dU m? U, w? 2m .
Pt g, - Dy, - ———\If]”‘m@ — 0 (A1
[drz r dr r2 T2 0] 0 (A.16)

r? ot 72
[dQ\Ifg 1 d\Ifg

v 29 :
+———k2%——\119 i —m‘lfr}e“"e = 0 (A7)

dr? r dr r2 & r?

Operando sobre las expresiones anteriores obtenemos:

d> 1dV 2 1 2
rg o (w——k;?)xlf Mty ——m% — 0 (A18)
dr? r dr cT r2
d2\119 1d\I/9 m2+1 2m
= — k)0, — Uy — =T, = 0 A.19
dr? rodr + <cT > o 2 ( )

Sumando las ecs. (A.18) y (A.19) e introduciendo la variable:

U,ipg =V, 4+ Uy (A20>
obtenemos:
d2\11r+9 1 d\Ijr+9 2 (m + 1)2
- U, g— —V, =0 A.21
02 + - dr +q" Ve 2 +6 ( )

De nuevo nos encontramos ante una ecuacion diferencial que se resuelve em-
pleando funciones de Bessel. Por tanto, la solucién a la ec. (A.20) es de la
forma:

Uriolr) = 2440l (gr) + 2B o Hy L (ar) (A.22)
donde ¢ viene dada por la ec. (A.13).
Si ahora restamos las ecs. (A.18) y (A.19) e introducimos la variable:
U, 5=, — U, (A.23)

obtenemos:

d*U, _ 1dV¥,_ m — 1)?
dr r dr r
Analogamente, nos encontramos ante una ecuacion diferencial que se resuelve

empleando funciones de Bessel. Por tanto, la solucién a la ec. (A.23) es de la
forma:

U, o = 0 (A.24)

U, o(r) = 24, oHY (qr) + 2B, H (qr) (A.25)
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Despejando de las ecs. (A.20) y (A.23) las funciones W,.(r) y Wq(r), obten-
emos:

U, (r) = \I/T”(T)JQF%‘Q(T) (A.26)
Uy(r) = ‘PT”(T);\D”(T) (A.27)

Si a continuacién realizamos la siguiente suposicién:
U.(r) = Wy(r) (A.28)
entonces ¥,_g = 0, con lo que obtenemos:

v,
U o= W= = AoH i (ar) + BrgH(ar)  (A29)

y por tanto los potenciales vectoriales v, v ¥y vendran dados por las siguientes
expresiones (ecs. (A.14) y (A.15)):

P(r,z,0,t) = i(AHgHT(iJ)rl(qr) + BT+QHT(3)+1<QT>> eilhztwt) gimb (A 30)
Golr,2,0.8) = (ArsoH (ar) + BraaHiL (qr) ) 550 €m0 (A1)

Es importante senalar que si hubiésemos empleado la suposicion:
() = () (A.32)

hubiéramos llegado a una solucién alternativa similar a la proporcionada por

la ec. (A.29):

\IIT’—Q
2

VUiig=0= ", =-Uy = = Ar+—9H$11(qT> + Br_gHg),l(qr) (A-33)

con lo que obtendriamos una expresion para los potenciales v, y ¥y analoga a
la ecs. (A.30) y (A.31).

Los resultados anteriores nos permiten calcular los potenciales de la de-
scomposicién de Helmholtz (ecs. (A.7), (A.11), (A.30) y (A.31)) y se puede
comprobar que, tanto con la suposicion ¥, = Wy como con ¥, = —Wy, se
verifica siempre la cuarta condicién (ec. (2.79)). Con ello se demuestra que esa
ultima condicion no es la tnica que puede emplearse para la obtencion del cam-
po de desplazamientos.
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Si en adelante consideramos sélo propagacién de ondas hacia r — —+oo, las
ecs. (A.7), (A.11), (A.30) y (A.31) quedan de la siguiente manera:

o = A H® (pr)elh=tet) gimd (A.34)
Y, = iAy HP (qr) =t ¢imd (A.35)
vy = 1Ay, Hgﬂ_l(qr) eilhztuwt) gimb (A.36)
vy = Ay HY, (qr) ettt gim? (A.37)

Vamos a transformar las expresiones anteriores para obtener las soluciones
proporcionadas por Sezawa. Para ello realizaremos los siguiente cambios:

» Tomemos las expresiones de p y ¢ (ecs. (A.9) y (A.13)) y despejemos el
numero de onda k:

L L
w? w?
T T

si definimos los siguientes parametros:

B="= (A.40)

o= —=
2
Cr

27
‘L
podemos operar sobre las expresiones anteriores y obtener:

ik =+\p*—a? = d=—ik = £/p?> — a? (A.41)

k=24 —p? = s=—ik=+\/¢>— (A.42)
» Usar la siguiente relacién entre la funcién de Hankel y su derivada [7]:
dHS(Z)  m
H(Z) = ——"222 4 ZH(Z A4
2y = - AD L P z) (A4

donde en nuestro caso Z = pr o Z = qr.

Segun las modificaciones anteriores las ecs. (A.34) a (A.37) quedan expre-
sadas en la forma siguiente:

¢ = A@Hg) (p?”) efderiwt eime (A44)
V., = Ay HP (qr)e szt gml (A.45)
1dHY .
wr — ZquJT |: _ - y (CZT) + mHg) (qr>i| e—sz+zwt ezm@ (A46)
q r qr
1dHY .
¢9 — Al,lle |: - g (QT’) + E g)(qrﬂ e—sz-i—zwt ezm@ (A47)
q r qr
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Con dichas ecuaciones podemos calcular la expresion de los desplazamien-
tos al sustituir los potenciales en la ec. (2.2). Asi, teniendo en cuenta que al
cumplirse ¥, = Uy se verifica que A, = Ay, , obtenemos:

u = [4 %[Héfxpme-dw(Awrg—A%)%H,squr)e-ﬂ—

70
s 0 ) )
Y (2) —sz| Liwt imé
Ay, or [H,,, (qr)] e ] e (A.48)
u, = [ — A d HP (pr)e™® + A, qHP (gr) e_sz} et gtm? (A.49)
_ A M@ i 5 _ a9 0 .
w = [ ASTHD (r) e (A S = A ) S (0r)] e
A,ﬁrﬁ]ig) (qr) e_sz} et gimd (A.50)
qr

Si sobre las expresiones anteriores del campo de desplazamientos, realizamos
los siguientes cambios de notacion:

S 1
A, = pA, Ay, —— Ay, =B, Ay, —=0C (A.51)
q q
y consideramos una onda propagandose con un numero de onda k en direccién
radial, como resultado del campo de desplazamientos obtenemos:

u, = [kA2 [H® (kr)] e+ 4 B H® () ¢34
or r
0 1
— _ (2) —sz+iwt | _iml
CS@T [H (kr)] e } e (A.52)

u, = [ — kdAHP (kr) e~ =%t L CE2HP (kr) e—sz+m] ¢ (A.53)
Uy = [kA%Hg)(kIT) emd it 4 B% [HP) (kr)] ems=Fit
_ CS%H}E)(/{?T‘) e—sz-‘riwt] ieim@ (A54)

y a dichas expresiones se las conoce como Soluciones de Sezawa, que coinciden
con las expresadas en la ecs. (3.91) a (3.93).
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A.2. Comparacién entre las soluciones de Seza-
wa y Achenbach-Zhao

Como sabemos las expresiones obtenidas por Achenbach para el campo de
desplazamientos de una onda que se propaga en una placa fue generalizada por
Zhao para cualquier valor de la variacién circunferencial (es decir, pasamos de
e a e™?). Para verificar que dichas expresiones son analogas a las obtenidas
por Sezawa vamos a realizar una serie de transformaciones en las soluciones de
Achenbach-Zhao. Consideraremos la propagacion hacia r — 400 de una onda
cilindrica con nimero de onda k en una placa homogénea e isétropa.

Si analizamos el caso de una onda SH, Achenbach establece como expresién
general de la estructura de los desplazamientos las siguienes ecuaciones:

ul = k—U( )?g it (A.55)

u = 0 (A.56)
aw ’Lu}

u = ——U( )5, e (A.57)

No obstante, Zhao generaliza dichas expresiones al proponer una solucién para
1 de la forma:

Y(r,0) = V(r)e™ = H? (kr)e™? (A.58)

entonces las expresiones para el campo de desplazamientos de la onda SH pasan
a ser expresadas como:

uSH) = %ﬁ(z)ﬁﬁ,?(/w) gimP gt (A.59)

w1 = 0 (A.60)
1~ ) .

ug = —EU(z)g[Hﬁ)(kr)} el (A.61)

donde la funcién U (z) depende de si expresamos la componente simétrica

(Us(z)) o antisimétrica (U4 (z)) del campo de desplazamientos. Estas funciones
vienen definidas por las ecs. (2.97) y (2.98).

Si expresamos matricialmente las ecs. (2.97) y (2.98) obtenemos:

o = [5 2)[z)n 5] o
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donde, como puede observarse, se ha utilizado alternativamente una notacion

exponencial. Para simplificar la notacion sélo nos quedaremos con el término
iqz
€',

Por tanto las ecuaciones que definen la propagaciéon de una onda SH (ecs.
(A.59) a (A.61)) pueden expresarse de la siguiente manera:

uq(ﬂSH) — ZkﬂA H (2) (kT) 'qu imb zwt (A63)
r
u = 0 (A.64)
1 0
(SH) _ iqz zm9 uu
Ug = —EAU E[H (2) (l{?’l")] a t (A65)

De forma analoga al caso de ondas SH, podemos obtener las correspon-
dientes expresiones generales para la propagacion de una onda de Lamb en
la placa considerada. Las expresiones proporcionadas por Achenbach para el
campo de desplazamientos de una onda de Lamb, propagandose con nimero
de onda k, son las siguientes:

i

ugLamb) _ EV( ) 5 zwt (A66)
T
ulkamb)  — /V[7( Yp et (A.67)
0
(Lamb) _ (p zwt
o = krv( )8«9 (A.68)

De nuevo, Zhao generaliza dichas expresiones al proponer una soluciéon para ¢
de la forma:

o(r,0) = o(r)e™ H(Q)(kr) imé (A.69)

entonces las expresiones para el campo de desplazamientos de la onda de Lamb
pasan ser de la forma:

uiLamb) _ EV( )aﬁ[ﬂﬁ)(kr)] eimb giwt (A.70)
ugLamb) _ W( )H (k’T) im0 zwt (A?l)
uéLamb) _ kT V( )Hg)(kﬁ’f‘) ezm6€iwt (A72)

donde las funciones V(z) y /W(z) dependen de si expresamos la componente
simétrica (Vs (z), /Wg(z)) o antisimétrica (V4 (2), WA(z)) del campo de desplaza-
mientos. Estas funciones vienen definidas por las ecs. (2.118) a (2.121). Si susti-
tuimos en dichas ecuaciones el valor de los distintos parametros que en ellas
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aparecen (ecs. (2.122) a (2.129)) obtenemos el siguiente resultado:

2 2

Vs(z) = 2cos(gh)cos (pz) — _2  cos (ph) cos (gz) (A.73)
Va(z) = 2sen(gh)sen(pz) — ];2 sen(ph)sen(qz) (A.74)
/Ws(z) = —2% cos (gh)sen(pz) — i q_kq cos (ph)sen(qz)  (A.75)

2 2

Walz) = 2%sen(qh) cos (pz) + — a sen(ph) cos (¢z) (A.76)

Si expresamos matricialmente las ecs. (A.73) y (A.74) obtenemos:

D) = 2 { cos(¢h) 0 } {SOS (p2) }

0 senlah) | | seatr)
L o | [ 265
A | S| S (A7)

y procediendo de forma andloga con las ecs. (A.75) y (A.76) obtenemos:

76 = [ st ][ 205

+<k2—q2>[cos(ph) 0 }[—sen(qz)}

qk 0 sen(ph) cos (qz)
B D ) eipz 1 ) eiqz
= EAUZ [ J— } + 5sz [ it } (A.78)

Por tanto las ecuaciones que definen la propagacion de una onda de Lamb
(ecs. (A.70) a (A.72)) pueden expresarse de la siguiente manera:

1 - 1 , 0 ; ;
Lamb ipz iqz iml iw
u£ ) = <EA,U e Pz EBU e q ) E [H'r(r%) (k’?”)] e e t (A79)
, 1 ) ) )
uiLamb) _ Z(%AU ¢P* L T8, ezqz) Hﬁf)(k‘r) eiml it (A.SO)
q

ulbemt) Z(g Aveipz_%]gvewz) H® (kr) ™t (A81)

Una vez obtenidas por separado las expresiones generales para la propa-
gacién de ondas SH y Lamb, procedemos a aplicar el principio de superposi-
cién para obtener la expresién del campo de desplazamientos total (basandonos
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en la suposicién realizada por Achenbach [2]). Por tanto la solucién completa
tendra la forma:

u, = ul 4 qyFamb) (A.82)
u, = ulSH 4 qlLamt) (A.83)
upg = uéSH) + uéLamb) (A.84)

es decir, sustituyendo las respectivas funciones por sus correspondientes expre-
siones:

im iqz 1 ipz 1 1qz 8 iml _iw

U, = [HAqu)(kr)eq + (EAve” — 23Bve” ) E[H}j)(kr)]] eiml gt
(A.85)

. 1 . . .
u, = i(%AU e + -B, ezqz) HP (kr) emfeiwt (A.86)
q
Uy = _ lA Q[H(Z)(kﬂ”)} iz —I—Z(EA eiP? _ EB eiqz) H(2)<k7') oimb giwt
Etortm kr™ " E2r " m

(A.87)

A continuacién vamos a determinar las transformaciones que se deben re-
alizar con el fin de demostrar que las expresiones de las ecs. (A.85), (A.86) y
(A.87) (Achenbach-Zhao) son equivalentes a las expresiones de las ecs. (A.52),
(A.53) y (A.54) (Sezawa), respectivamente.

Para ello, vamos a realizar los siguientes cambios de variable:

i = —d (A.88)
iq = —s (A.89)
Sabiendo que ¢ = —%, sacando factor comun el coeficiente imaginario ¢ de la

ecuacion del desplazamiento segun la coordenada circunferencial 6 y aplicando
los cambios anteriores, las ecs. (A.85) a (A.87) quedan expresadas de la siguiente
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manera.:
1, 0 Cdorin
Upr = EA,UE[.HTS?)(]{?T)} e datiwt
+ (—miA HP (kr) — 1g, 9 [H(2)(kr)]> emSFTWEL gimf (A 90)
fr 4™ - ortm

m

d 1 Ny
wo = (= TACHD (k) e 4 SBy HE (k) ) @ (A1)
S

m

EAU H,Sf) (kr) e—dz-i—iwt

1 0 m , .
R - (2) _ (2) —sz+iwt | ;im0
+ ( /{:iAu o [H (kr)] k;2rBU H;: (k:r)) e ] ie

(A.92)

Las ecs. (A.90) a (A.92) son equivalentes a las obtenidas por Sezawa sin
nada mas que realizar unos determinados cambios en la denominacion de los
coeficientes de las ecuaciones anteriores:

A, = —ikB (A.93)
A, = kA (A.94)
B, = —igk’C = sk*C (A.95)

Con dichos cambios se obtendra la solucién proporcionada por Sezawa, por lo
que se demuestra que ambos grupos de ecuaciones (Achenbach y Sezawa) son
equivalentes al s6lo diferenciarse en el valor de las constantes de integracién (ya
que el nimero de onda k es fijo para la propagacién de la onda considerada).
Con esto se demuestra que los resultados obtenidos analiticamente y los que
posteriormente seran obtenidos mediante la aplicacién del MEF estan basados
en los mismos principios tedricos y por tanto las ecuaciones que los definen son
unicas y equivalentes.



Apéndice B

Generacion de Ondas Guiadas
desde un Agujero Cilindrico:
Soluciéon Analitica para w — 0

B.1. Introduccion

Para bajas frecuencias, el comportamiento asintotico de las ondas guiadas
en placas coincide con el de ondas en condiciones de tensién plana y con el de
ondas de flexién en placas segun la teoria clasica de placas delgadas de Kirch-

hoff [1, 4].

Los problemas de generacion de ondas desde una cavidad cilindrica a partir
de la aplicacién de un desplazamiento prescrito, en las situaciones de tension
plana y deformacion de placas delgadas, admiten soluciones analiticas que seran
obtenidas en este apéndice.

B.2. Problema de Deformacion Plana

Vamos a obtener las expresiones analiticas del campo de desplazamientos
generado desde una cavidad cilindrica en un espacio homogéneo, elastico e
isétropo en condiciones de deformacion plana, cuando en la misma se encuen-
tra aplicado un determinado desplazamiento prescrito. Nuestro estudio se cen-
trara en tres casos concretos, clasificados segun sea el desplazamiento impuesto
en el agujero:

» Desplazamiento radial uniforme: u, =1, u, = 0, uy = 0 (Vz, V0).

» Desplazamiento circunferencial uniforme: u, = 0, u, = 0, ug = 1 (Vz, V6).

149
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Para la obtencién de la solucion analitica del campo de desplazamientos nos
basaremos en los desarrollos realizados por Graff [1] y, posteriormente, aplicare-
mos a los resultados obtenidos las condiciones de contorno en desplazamientos
correspondientes a cada uno de los casos considerados.

Los dos casos de estudio seran calculados bajo las siguientes suposiciones:

= Problema armonico en el tiempo. La dependencia temporal vendra ex-
presada en la forma e*?.

= Variacién armonica con la coordenada 6. Estudiaremos dos casos princi-
pales: Caso Axisimétrico (m = 0) y Caso No Axisimétrico(m # 0), siendo
m el parametro del desarrollo en serie de Fourier para los desplazamientos

(ecs. (3.4) a (3.6)).
= Condiciones de deformacién plana (£ = 0).

En nuestro desarrollo partiremos de la ecuacién general del campo de de-
splazamientos para el movimiento de una onda en la placa. Dicha ecuacién viene
dada por la descomposicion de Helmholtz, que sera solucion de la ecuacion de
Navier, y viene expresada en términos de los potenciales ¢ (escalar) y ¢ (vec-
torial) de la siguiente manera: B

u=VYo+V Ay (B.1)

Ademds, los potenciales ¢ y ¢ deben cumplir las ecuaciones de onda, expresadas
en coordenadas cilindricas segun las ecs. (2.74) a (2.77).

B.2.1. Caso Axisimétrico (m = 0)

Si en las ecuaciones de onda que deben verificar los potenciales de la de-
scomposicion de Helmholtz, consideramos la suposicion de deformacién plana
(£ =0) y tomamos m = 0 (que conlleva la suposicién de desplazamientos ax-
isimétricos: % = 0), obtendremos para campo de desplazamientos las siguientes
expresiones:

¢

W= o (B2)
oy 1
Ugp — _8'¢z (B4)

or
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Suponiendo un problema arménico en el tiempo (e*'), las ecuaciones de

onda quedan de la siguiente manera:

Po  10p W

o ror 290 - o)
WS G o
8;7ﬁ9+%%+<;_%2>% ~ 0 (B.8)

Se observa que las ecuaciones diferenciales para las distintas componentes de
los potenciales estan desacopladas. Ademas, cada potencial contribuye a una
unica componente del campo de desplazamientos (salvo 1., que no contribuye
a ningun potencial y por tanto no produce ningun desplazamiento).

Si definimos los siguientes parametros:

w
g =2 (B.10)
Cr

las soluciones a las ecs. (B.5) a (B.8) vienen dadas por:

o = A,H(ar)+ B, HY (ar) (B.11)
e = A HY(Br)+ B, H?(8r) (B.12)
v, = A H“><m>+B H (6r) (B.13)
Yo = W(Br) + By HP (Br) (B.14)

De las soluciones anteriores, solo consideramos aquellas que representan
ondas alejandose del agujero (propagacién hacia r — +00). Como hemos em-
pleado una dependencia temporal de la forma e, dichas ondas vienen dadas
por vaf)(ar) v HY (Br). Por tanto:

¢ = B,H (ar) (B.15)
e = B.HP(Br) (B.16)
v. = B, HP(pr) (B.17)
ve = By H{(5r) (B.18)



152 Apéndice B. Solucion Analitica para w — 0

y sustituyendo las ecs. (B.15) a (B.18) en las ecs. (B.2) a (B.4), obtenemos el
campo de desplazamientos en funcién de las funciones de Hankel como:

d

U = Bgo%[Hém(ar)} — B,a H'Y (ar) (B.19)
_ g [ Lo H? (0r)) _ 25 o M (0)
u. = By | [HP (3] + 22| = By |gHP (6r) + -2 (B.20)
d :
up = =B [H(Br)] = —B. 3 H' (Br) (B.21)
donde se ha empleado la siguiente notacién:
, d
H'(2) = — | Hu(Z)) (B.22)

Teniendo en cuenta la siguiente relacion entre la funcion de Hankel y su
derivada [7]:

H' o (Z) = Hypy 1 (Z) — %Hm(Z) (B.23)
que particularizada para m = 0,1 queda:

o2y =H%(2)=-H?(2) (B.24)

H9(2) = BP(Z) - L HP(2) (B.25)

Al ser Z = ar, el campo de desplazamientos para el caso axisimétrico (ecs.
(B.19) a (B.21)) puede reescribirse de la siguiente manera:

(TR —B¢aH1(2)(ar) (B.26)
u, = ByBH(Br) (B.27)
w = B.3H?(Br) (B.28)

Para calcular las constantes By, B, y By aplicaremos las condiciones de
contorno correspondientes a cada subproblema (casos de desplazamiento pre-
scrito). Definiremos el radio del agujero como r = a.

Desplazamiento Radial: u,.(a) =1, u.(a) =0, ug(a) =0

Sustituyendo las condiciones de contorno en las ecs. (B.26) a (B.28), obten-
emos el valor de las constantes como:

—1
B, = —i— (B.29)
? a H1(2)(aa)

By = B,=0 (B.30)
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y sustituyendo dichas constantes en las expresiones correspondientes de los de-
splazamientos (ecs. (B.26) a (B.28)), obtenemos las soluciones analiticas del
campo de desplazamientos para el caso axisimétrico (m = 0) del problema de
generacion desde un agujero cilindrico sometido en su borde a un desplaza-
miento radial unidad:

H? (ar)

1 (ca)
u, = 0 (B.32)
ug = 0 (B.33)

Desplazamiento Circunferencial: u,(a) =0, u,(a) =0, ug(a) =1

Sustituyendo las condiciones de contorno en las ecs. (B.26) a (B.28), obten-
emos el valor de las constantes como:

B, = —0— (B.34)

B, = By=0 (B.35)

y sustituyendo dichas constantes en las expresiones correspondientes de los de-
splazamientos (ecs. (B.26) a (B.28)), obtenemos las soluciones analiticas del
campo de desplazamientos para el caso axisimétrico (m = 0) del problema de
generacion desde un agujero cilindrico sometido en su borde a un desplaza-
miento circunferencial unidad:

u = 0 (B.36)
u, = 0 (B.37)
_ B 5
YT HP (Ba) (3%

B.2.2. Caso No Axisimétrico (m # 0)

En este caso los potenciales que son solucién de las correspondientes ecua-
ciones de ondas producen un campo de desplazamientos cuya expresion no es
méas que la solucién obtenida por Sezawa, ecs. (3.91) a (3.93), particularizadas
para el caso % = 0 (lo que implica tomar s = d = 0 en dichas ecuaciones).
De nuevo, sélo consideramos ondas alejandose del agujero (propagacion hacia

r — +00) y, como hemos empleado una dependencia temporal de la forma ¢!,
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las soluciones vienen dadas por las siguientes expresiones:

— d 2) m (2) imb _iwt
ur = [A%[Hm (ar)] — BH? (m)} eim ¢ (B.39)
u, = CpHP(pr)e™ ! (B.40)
d o
up = A%Hﬁ)(ar)—B%[Hg)(ﬁr)Hie’mee“"t (B.41)

donde los pardmetros « y (3 vienen dados por las ecs. (B.9) y (B.10), respectiva-
mente. En comparaciéon con el caso axisimétrico, se observa que las componentes
de los potenciales intervienen en mas de una componente de los desplazamien-
tos (salvo 1, vy 1 que siguen interviniendo tinicamente en u,).

Para calcular las constantes A, B y C aplicaremos las condiciones de con-
torno correspondientes a cada subproblema (casos de desplazamiento prescrito).
Definiremos el radio del agujero como r = a.

Desplazamiento Radial: u,.(a) =1, u,(a) = 0, ug(a) =0

Sustituyendo las condiciones de contorno en las ecs. (B.26) a (B.28) y re-
solviendo el sistema de ecuaciones resultante, obtenemos el valor de las con-
stantes como:

_ _ 2 Yrge

A = Ay dr [an (5@} (B.42)
_ _1mae

B = ™ aan (ca) (B.43)

C =0 (B.44)

y sustituyendo dichas constantes en las expresiones correspondientes de los de-
splazamientos (ecs. (B.39) a (B.41)), obtenemos las soluciones analiticas del
campo de desplazamientos para el caso no axisimétrico (m # 0) del problema
de generacion desde un agujero cilindrico sometido en su borde a un desplaza-
miento radial unidad.

Desplazamiento Circunferencial: u,(a) =0, u.(a) =0, ug(a) =1

Sustituyendo las condiciones de contorno en las ecs. (B.26) a (B.28) y re-
solviendo el sistema de ecuaciones resultante, obtenemos el valor de las con-
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stantes como:

A = Ailgﬂgf)(ﬁa) (B.45)

B = ii[fﬂ?)(aa)] (B.46)
Al dr m

C =0 B.47)

y sustituyendo dichas constantes en las expresiones correspondientes de los de-
splazamientos (ecs. (B.39) a (B.41)), obtenemos las soluciones analiticas del
campo de desplazamientos para el caso no axisimétrico (m # 0) del problema
de generacion desde un agujero cilindrico sometido en su borde a un desplaza-
miento circunferencial unidad.

En todas las expresiones de las constantes anteriores, el parametro A; no
es més que el determinante del sistema de ecuaciones obtenido al imponer las
condiciones de contorno en desplazamientos en el borde del agujero:

A = Lo e M ) () HO
1=~ [H(ea)] —[H) (Ba)] + —5 Hy) (aa) Hy? (Ba) - (B.48)

Para evaluar numéricamente dichas expresiones, utilizaremos las siguientes
relaciones entre la funcién de Hankel y sus derivadas [7]:

d%[Hm(ar)] = %[qu(&?“)—[‘[mﬂ(@”)} (B.49)
d%[Hm(ﬁr)] = g[Hm_lwr)—HmH(ﬁr)} (B.50)

B.3. Problema de Tension Plana

Las expresiones que hemos obtenido para el campo de desplazamientos en
los casos axisimétrico y no axisimétrico partieron de la suposicion de Deforma-
cion Plana. Nuestro objetivo es comparar los resultados obtenidos mediante la
aplicacion del MEF con los correspondientes resultados analiticos del problema
de propagacion de ondas cilindricas en placas, para el caso de su generacién des-
de una cavidad cilindrica. Esta comparaciéon nos permitira verificar la validez
del desarrollo en EF realizado en el Capitulo 3, comparacion que realizaremos
considerando valores bajos de frecuencia w.

Para dichos valores de frecuencia, el problema en 3D de propagacion de
ondas generadas desde una cavidad cilindrica se asemeja un problema de Ten-
sion Plana para los desplazamientos u, v ug considerados. Por ello es necesario
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trasformar, a un problema de tension plana, las soluciones del campo de de-
splazamientos para los casos axisimétrico y no axisimétrico (ya que actualmente
estan formuladas en deformacién plana).

B.3.1. Relacion entre Tensiéon Plana y Deformacién Plana

Para obtener la relacién entre los problemas de tensién plana y de deforma-
cién plana recurrimos a la Teoria de la Elasticidad. A través de ésta vamos a
formular ambos problemas con el fin de relacionar los parametros de las ecua-
ciones que los definen.

De forma general, la ley de comportamiento (relacién tensién-deformacion)
y la ecuacién de compatibilidad (relacién deformacién-desplazamiento) en co-
ordenadas cartesiadnas vienen formuladas, respectivamente, por las siguientes
ecuaciones en notacion compacta:

Tij = )\gkk 51']' + 2#61']' (B51)
1
iy = 5 (UZ'J‘ + um-) (B52)

donde ¢ y j son indices de valor 1,2, 3.

Deformacion plana

Las hipétesis de este problema son:

9 _ 0 B.54)
0z '

Si particularizamos la ecuacién general de compatibilidad (ec. (B.52)) con

dichas hipétesis, obtenemos:

€33 = uz3 =20 (B.55)
1

€3, = §<U3¢ + Ui,3) =0=13 =0 (B.56)

Exk = €11 tE92 = Uy1 + U292 = Uy (’)/ = 1, 2) (B57)

Por tanto, la expresién de la ley de comportamiento (ec. (B.51)) para el
problema de deformacion plana queda:

Tag = AUys0ag+ p(Uas + Upa) (a, =1,2) (B.58)
e = A, (B.59)
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Tension plana

Las hipotesis de este problema son:

T33 = T3 =Ti3 =10 (B.60)
ug # 0 (B.61)

Si particularizamos la ley de comportamiento (ec. (B.51)) con dichas hip6tesis,
obtenemos las siguientes expresiones para los desplazamientos:

T13 = MU (U173 + U371) =0= Up,3 = —U3,1 (B62)

Tog = W (U273 + U372) =0= U3 = —U32 (B63)
A

T33 = A (U%»Y + U373) + 2/JJ U3,3 = 0= Ug 3 = —>\ T ZM'LL%A/ (B64)

Por tanto, la expresién de la ecuacién general de compatibilidad (ec. (B.52))
para el problema de deformacion plana queda:
A 244

- )\Jrzuuvn )\+2,u€7’7

Ekk = Eyy+E33 = Uy, (v=1,2) (B.65)
Si ahora sustituimos la expresién anterior en la ley general de compor-
tamiento (ec. (B.51)) obtenemos:

24
Tag = A Ekke 5ag +2u Eag = )\meE«N(Sag + 2/J€a5 =
2\
= muyydag + M(Uaﬁ + 'ng,a) =

= )\*u%,y(sag + ,u* (ua’g + Uga) (B66)

Si comparamos la ec. (B.58) con la ec. (B.66), que corresponden a la formu-
lacién en deformacion plana y en tensién plana respectivamente, se observa que
ambas tienen la misma forma y que el inico cambio se produce en el parametro
A dichas ecuaciones. De esta forma si denotamos las constantes de Lamé para
el problema de deformacién plana como A\ y u, y las correspondientes al prob-
lema de tension plana como \* y p*, la relacién entre ellas viene dada por las
siguientes expresiones:

21

\Fo= B.67
A+ 2u ( )

pwo=p (B.68)
La solucion para los problemas de tensién plana se puede obtener a partir

de la soluciéon para los problemas de deformacién plana simplemente utilizando
unas constantes de Lamé equivalentes: \* y pu*.
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B.3.2. Soluciones al problema de generacion en Tension
Plana

Una vez obtenida la relacién entre las constantes de los problemas de ten-
sion plana y deformacion plana, vamos a aplicar dichas modificaciones a las
soluciones obtenidas para los distintos casos de generacion de ondas en la placa
que hemos estudiado.

En primer lugar debemos definir unas nuevas velocidades de propagacién de
ondas, ya que como sabemos dependen de las constantes A y u consideradas (ec.
(2.6)). Estas nuevas velocidades las denotaremos como ¢} para la velocidad de
propagacion de la ondas longitudinales y ¢}, para la velocidad de propagacién de
las ondas transversales. Por tanto, teniendo en cuenta las ecs. (B.67) y (B.68),
las nuevas velocidades de propagacién de ondas en tensién plana seran:

A* + 2p 2
g = % = CL?\//QQ -1 (B.69)

o= /% = cr (B.70)

donde hemos definido un nuevo parametro que relaciona las velocidades de
propagaciéon en deformacién plana:
CL

K o= (B.71)

cr

Con el fin de obtener las soluciones al problema de generacién (casos ax-
isimétrico y no axisimétrico) para cada uno de los desplazamientos prescritos
considerados (radial y circunferencial), debemos definir unos nuevos parametros
oy 3* para adaptar las ecuaciones obtenidas anteriormente con la hipotesis de
deformacién plana al actual problema de tensién plana (que sera el que aprox-
imaremos con los resultados numéricos de EF). Segin las ecs. (B.9) y (B.10),
dichos parametros son:

2 2 2

w w2 K K
a? g 2/ -1 2v/K2 — 1 (B.72)
w2 w?
= = — = B.73
F o= m= g o (B.73)

Por tanto, las ecuaciones que expresan la solucién al problema de generacion
en tensién plana se obtienen sustituyendo las ecs. (B.72) y (B.73) en las corre-
spondientes expresiones para cada uno de los casos y subcasos estudiados.



B.4. Problema de Flexién de Placa Delgada 159

B.4. Problema de Flexién de Placa Delgada

Para el caso de bajas frecuencias, el problema de generacién de ondas en
la placa mediante la aplicacién de un desplazamiento axial (cuya condicién de
contorno es u,(r = a) = 1) puede asimilarse al cdlculo de la deformada de una
placa delgada sometida a flexion.

La ecuacion diferencial de la deformada de una placa delgada sometida a
flexién viene dada por:

2 «—2 pd . Y2
Lt =i, == B.74
VeV7iu, + 5 4= ( )
donde u, es la deformada vertical (flecha), p, es la carga por unidad de superficie
actuando sobre la placa en direccién z y D es la rigidez a flexién de la placa,
cuya expresion es:
EIl Ed

= (B.75)

D=
1—v2  12(1 —v?)

siendo [ la inercia de la placa delgada.

La ec. (B.74) corrresponde al problema dindmico, por lo que para el proble-
ma armaénico, cuya dependencia temporal viene expresada por e™?, la ecuacién
sera:

V2V, -t Py, — B (B.76)
: D * D '

En nuestro caso, la placa tiene sus superficies libres de tensiones luego p, = 0,
y si ademas denotamos como:

w D
N e = B.77
x \/;’ pd ( )

entonces la ecuacion diferencial del problema armonico queda de la siguiente
forma:

ViV2u, —xtu, =0 (B.78)

Para obtener la solucién a la ecuacién diferencial anterior, teniendo en cuen-
ta que en una placa delgada la deformada w, es constante en el espesor (y por
tanto es independiente de la coordenada vertical z), emplearemos una sepa-
racion de variables del tipo:

wa(r,0,1) = R(r) [ Sceorf((%)) 1 et = R(r) ¢imd giot (B.79)
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Caso Axisimétrico (m = 0)

Para el caso axisimétrico (% = 0), la solucién a la ecuacién diferencial

de la deformada de una placa delgada (ec. (B.78)) teniendo en cuenta que la
dependencia temporal es de la forma e“*, para el caso de ondas en un dominio
infinito propagandose hacia r — 400, viene dada por la siguiente expresion:

u, = |AHP (xr)+ BKy(xr)| e (B.80)

donde Ky(xr) es una de las funciones de Bessel modificadas (funciones de Bessel
con argumento imaginario). De forma general, la funcién K, (Z) es solucién de
la ecuacién modificada de Bessel, que tiene la siguiente expresion:

2 d
2 L — (2 4y =0 (B.81)

Las constantes A y B se calculan aplicando las condiciones de contorno en
el borde r = a (donde se aplica el desplazamiento axial prescrito unitario), que
son:

u(r=a) =1, u-(r=a) =0 (B.82)

De acuerdo con la teoria de placa delgada de Kirchhoft:

wn(r, 2) = up(r, 0) — z%l:j (r) (B.83)

luego la condicién de contorno u,.(r = a) = 0 es equivalente a:

du, (r
dr

=a)=0 (B.84)

Dichas condiciones de contorno corresponde a las de un borde empotrado. Como
resultado de las anteriores condiciones, las constantes resultan:

 Ki(xa)
A = — A (B.85)
H{ (xa)

donde:

Ay = —HY(xa) Ki(xa) + Ko(xa) H{ (xa) (B.87)
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Caso No Axisimétrico (m = 1)

Para el caso no axisimétrico, la solucién a la ecuacion diferencial de la defor-
mada de una placa delgada (ec. (B.78)) teniendo en cuenta que la dependencia
temporal es de la forma e™!, para el caso de ondas en un dominio infinito
propagandose hacia r — 400, viene dada por la siguiente expresion:

u, = [A HP (xr) + B K, (xr)| €™ e (B.88)

donde K,,(xr) es una de las funciones de Bessel modificadas (funciones de
Bessel con argumento imaginario).

Las constantes A y B se calculan aplicando las condiciones de contorno en
el borde r = a (donde se aplica el desplazamiento axial prescrito unitario), que
en principio serian las siguientes:

u(r=a)=1- [ cos(md) ] ’ du,

sen (mo) o (r=a)=0 (B.89)

Como sabemos, el desplazamiento prescrito que imponemos en la cavidad cilindri-
ca es un desplazamiento axial unitario, siendo nulos los desplazamientos para
el resto de las coordenadas (u = [0,1,0]7). No obstante, para placas delgadas
la condicién up = 0 en el borde (Vz) sélo es compatible con un valor u, = 0,
dado que segun la teoria de placas delgadas de Kirchhoff:
ug(r, z) = ug(r,0) — = du:

r 00 ()

(B.90)

por lo que si queremos imponer un desplazamiento de valor u, = cos(m#) en el
borde, habra que aplicar un cierto desplazamiento circunferencial, cuyo valor
es:

ug(r =a,z,0) = = sen(mé) (B.91)
a

Con estas nuevas condiciones las constantes resultan:

_ KL(xa)
A = » (B.92)
1(2)
B = _Hm—(xa) (B.93)
ne

donde:

Ay = H(xa) K, (xa) — Hy? (xa) Kpn(xa) (B.94)
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Para evaluar numéricamente dichas expresiones, utilizaremos las siguientes
relaciones entre la funcién de Hankel y sus derivadas [7]:

H,(2) = 5[Hoa(2) = Hyr(2) (B.95)
K(Z) = —3[Kna(2) + K (2)] (B.96)
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