Capitulo 2

Modelado del convertidor

2.1. Descripcion del circuito

Como ya hemos comentado, el circuito a estudiar se trata de un conver-
tidor boost cuya funcién es la de transformar una tensién de entrada continua
en otra de mayor valor, es decir, se trata de un elevador de tensién de con-
tinua.

L q2 + +

€L q1 J c = Ve R % Vout

Figura 2.1: Circuito bésico de un convertidor boost.

Entre los elementos que conforman el circuito tenemos un transistor MOS-
FET que actia como un conmutador controlado, cuyo estado esta represen-
tado por la variable ¢;, y un diodo, cuyo estado esta definido por la variable
g2. A dichas variables les asignamos un valor cero si los elementos a los que
representan estdn en un estado de no conduccién, y un valor unidad si es-
tdn en estado de conduccién. Son pues, a priori, cuatro las combinaciones
distintas posibles.

Cuando tanto el transistor como el diodo estdn cortados la estructura
correspondiente la denominamos estado de no conduccién (NC) dado que
en dicha situacién la intensidad que circula por la bobina es nula. Por su
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parte, la carga R se encuentra alimentada por el condensador C el cual se
estd descargando sobre la misma.
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Figura 2.2: Estructura NC.

En el caso de que el transistor esté cerrado y el diodo abierto damos
el nombre a la estructura de estado de carga (C) debido a que la bobina
se encuentra almacenando energia de la fuente. Al igual que en el estado
anterior el condensador se encuentra descargandose a través de la resistencia
de carga.

+ - +
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E

Figura 2.3: Estructura C.

Si el transistor se encuentra abierto y el diodo conduce decimos que el
convertidor se encuentra en el estado de descarga (D) al estar cediendo la
bobina su carga almacenada tanto al condensador como a la resistencia R.

La iltima de las combinaciones que en teorfa podria darse, que es aquella
en la que tanto el diodo como el transistor estdn conduciendo, no es viable.
Esto es asi porque cuando el transistor conduce, si despreciamos la resistencia
parasita del transistor rpg, la tensién en el anodo del diodo serd nula y,
por tanto, menor que en el cdtodo si el condensador se encuentra con una
tension positiva, cosa que ocurrird siempre, quedando el diodo polarizado
inversamente.
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rC

Figura 2.4: Estructura D.

¢1(MOSFET) | ¢2(diodo) | Estructura
0 0 NC
0 1 D
1 0 C
1 1 No viable

Durante su funcionamiento el convertidor boost, bajo un control adecuado
del transistor, cambiard de estado continuamente, de manera que toda la
energia que el condensador cede a la carga en la estructura C (y en su caso
en la NC) la recupere en la estructura D. A su vez, el tiempo de descarga del
condensador debe ser pequeno para que no haya un cambio significativo en
la tensién, pues el objetivo del circuito es mantener constante la tensién de
salida. Por su parte, con la bobina debe suceder lo mismo, es decir, toda la
energia que pierde en la estructura D, debe recuperarla en el C. Mientras el
convertidor boost esté en este estado la intensidad que circula por la bobina
aumentard al estar almacenando energfa de la fuente. Por el contrario, cuando
el convertidor se encuentre en la estructura D la intensidad por la bobina
disminuird al ceder energfa al condensador y a la carga, siendo su caida de
tensién negativa. Por tanto, el condensador quedard cargado a una tensién
mayor que la de entrada. Se consigue entonces que la tensién a la salida del
convertidor sea mayor que ésta.

El valor medio de la intensidad que circula por la bobina dependerd de la
carga conectada, de tal manera que a mayor carga menor serd la intensidad.
Durante el tiempo que el convertidor permanece en la estructura D puede
suceder que, para un determinado valor de la carga, dicha intensidad llegue a
anularse, con lo que el diodo quedara cortado si el convertidor boost funciona
como debe, es decir, si la tensién a la salida es mayor que a la entrada.
Se alcanza entonces la estructura NC, de manera que i; no puede llegar
nunca a ser negativa. Cuando esto puede suceder, el convertidor trabaja en
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el llamado modo de conduccién discontinua (discontinuous conduction mode,
que se suele abreviar por DCM), mientras que si la intensidad de la bobina
no se anula nunca el convertidor se encuentra funcionando en el modo de
conduccién continua (continuous conduction mode, que se suele abreviar por
CCM) y, en este caso, no se alcanza la estructura NC en ningtin momento. El
adjetivo discontinuo se usa aqui no en el sentido de funcién continua propio de
las matematicas, sino indicando solamente que la intensidad puede anularse.

Tenemos pues que en el modo CCM las tnicas transiciones posibles son
pasar de la estructura D a la C y viceversa, dado que son las tnicas es-
tructuras que se alcanzan. En el modo DCM la estructura NC se alcanza
solamente si la bobina se descarga hasta alcanzar su intensidad un valor nu-
lo, por lo que la tinica transicién posible que permite llegar a dicha estructura
es hacerlo desde la D, no habiendo otra posibilidad de cambio de estructura
desde la misma. En el momento en que desde D no se alcance la estructura
NC sino la C el modo de conduccién seria el CCM y no el DCM  Una vez
alcanzada la estrutura NC hay dos posibilidades, que el transistor se cierre
de nuevo antes de que el condensador se descargue hasta una tensién igual
a la de entrada o no. En el primer caso, se pasard a la estructura C, y en
el segundo, se llegarfa a un instante en el que el diodo quedarfa poralizado
directamente, aquel en el que el condensador quede a una tensién menor que
la de la entrada, y se alcanza la estructura D aunque en una situacién en la
que inicialmente el condensador sigue descargandose.

2.2. Ecuaciones de estado

Nuestro objetivo ahora es obtener un modelo matematico inico que re-
coja todos los aspectos que hemos descrito hasta este momento. El resultado
es un sistema de ecuaciones diferenciales cuyas incognitas son las variables
de estado que se asumen continuas y que denotamos como i;, (corriente de
la bobina) y ve (tensién del condensador) y en el que aparecerd ademas
la variable discreta ¢; correspondiente al estado del transistor, y otra vari-
able discreta v que necesitaremos para poder incluir el modo DCM como
ya veremos mads adelante. A este tipo de modelos matemsticos, en el que
se combinan variables continuas y discretas, se les conoce con el nombre de
sistemas hibridos o sistemas de estructura variable (VSS, en inglés).

Vamos a comenzar obteniendo el modelo para el modo CCM, dado que
a partir de él podemos obtener facilmente el que recoja ambos modos de
conduccién. En este caso nunca pasamos por la estructura NC por lo que
comenzamos trabajando por separado con las estructuras D (¢ = 0) y C
(¢1 = 1) aplicando las Leyes de Kirchoff para calcular las expresiones de las
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ecuaciones diferenciales de iy, y ve. Luego veremos como podemos recoger los

dos sistemas de ecuaciones en uno solo en funcién de la variable discreta ¢;.
Para la estructura D, si aplicamos las Leyes de Kirchoff sobre la malla de

la izquierda y sobre el nodo donde se conecta el condensador, tenemos que

_E + UTL + UL + VD() + Uout = 07
ic = i — lout-

donde E es la tensién de entrada, v,, la caida de tensién de la resistencia
pardsita de la bobina, v, la caida de tensién en la bobina, Vp, la tensién um-
bral del diodo, v, la tensién de salida, ¢ la intensidad por el condensador,
17, la intensidad por la bobina e 7,,; la intensidad a la salida.

Si tenemos en cuenta las siguientes relaciones

dig,
VvV, = L%,
Uy = TLIL,
. due
o = a
iout - Hout )
R
podemos llegar a las ecuaciones
Ld;—tL = E—rrir — Vby — Vouts
dU_o _ . Yout
a "R

Como el valor de Vp, es constante, s6lo necesitamos obtener la tensién de
salida v,,; en funcién de iy, y vo que son nuestras variables de estado. Para
conseguirlo volvemos a aplicar las Leyes de Kirchoff, esta vez en la malla de
la derecha. Asi obtenemos

. o Vout — Uc
c = r ’
C
Vout = R(ZL - Z‘C)a

expresiones con las que operando podemos despejar la tensién de salida.

TcR . R
re + RZL + rc + RUO.
El sistema de ecuaciones diferenciales que modela a la estructura D re-
sulta, pues, ser el siguiente.

(2.1)

Vout =
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i reR R

= E—rpip—Vp, — - 2.2
dt T e Y R T e+ R (22)
Odv(; R . 1
_— = 171 — Vo.
dt Tc+RL T0+R ¢

Para la estructura C, siguiendo un procedimiento andlogo, partimos de
estas ecuaciones.

di

L% = E—rpip —rpsip,
dv .

Cd_tc = —lout-

La primera de ellas ya se encuentra escrita completamente en funcién
de nuestras variables de estado. La segunda necesita que calculemos i,,; en

funcién de la tension del condensador y la intensidad de la bobina. Para ello
podemos usar las siguientes relaciones

. o Vout o Urc
lout = R - N 3

C
Vout = Vo + Ure -

Combinando ambas expresiones y operando obtenemos el valor buscado:

1
—_—
R—f-?”c

Yout = C-

La estructura C tiene entonces como modelo el sistema de ecuaciones
diferenciales mostrado a continuacion.

di
L% = LE—rpip —rpsir,
d?)o 1
c®e _ .
dt R+ro ©

Ahora es cuando debemos obtener un sistema de ecuaciones diferenciales
unico que recoja a los dos anteriores introduciendo la variable discreta ¢.
Sabiendo que dicha variable es nula para la estructura D y la unidad para la
estructura C, se puede comprobar facilmente que el siguiente modelo hibrido
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cumple con los requisitos que estamos buscando.

di rcR | .
Ld_f = F— {TL+Q17’D5+(1—Q1)TCC+R] iy
(=g Vo + —2—y (2.3)
q1 Do o +R Cl| > .
dUC R . 1
C— = (1- — )
dt ( QI)TC + RZL rc + RUC

A su vez, teniendo en cuenta el valor calculado (2.1) de v, para la
estructura D, y que para C

R
Vout = ———U¢
ou: 7"0+R Y

se llega también a una inica expresion para la tensién de salida

TcR

roe+ R re + R

Con el fin de simplificar el modelo, es usual considerar que Vp, = 0 y que

la 1inica resistencia parasita que no es despreciable es la de la inductancia ry,.

De esta manera, la tensién de salida serfa igual a la tensién del condensador,
y el modelo queda

Vout = (1 - QI)iL + Ve

dig,

L% = F-— TLZ.L - (1 - ql)Uc, (24)
dv v :
Cd_tc = —EC—F(l—ql)ZL

Para facilitar el andlisis del sistema obtenido lo mejor es proceder a su
adimensionalizacion, lo cual se consigue introduciendo en (2.3) los pardmetros

_ 1 JL
“© = RV



Por tltimo usaremos como variable discreta ©u = 1 — ¢1, que no es otra
que la complementaria de la variable ¢;.
El sistema adimensionalizado viene dado por estas ecuaciones

T = 1—uy—bx (2.5)
Yy = ur—ay

En este modelo se tiene que v € {0,1} y que x > 0 e y > 0 al ser la
intensidad de la bobina y la tensién en el condensador mayores que cero.

Ahora, para que el modelo pueda representar tanto el modo de conduccién
CCM como el DCM hay que tener en cuenta las ecuaciones correspondientes
al estructura NC. En dicho estado, la intensidad de la bobina es siempre nula
y ademads el condensador estard descargandose a través de la resistencia de
carga R, por lo que la ecuacién en y es la de una exponencial con una con-
stante de tiempo igual a —1/RC'". Teniendo en cuenta el cambio de variables
anterior las ecuaciones correspondientes a esta estructura quedan

x = 0,
y = —ay.

Para incluir esta dindmica en el modelo obtenido para el modo CCM
tenemos que recurrir a la introduccién de una nueva variable discreta v, a la
que asignamos los siguientes valores:

v = 0,si(x=0)& (y>1)
v = 1, sixz>0.
De esta forma el modelo que recoge tanto al modo de funcionamiento
CCM como el DCM resulta ser
T = (1—uy—bx)v,
gy = (uz)v— ay.
En efecto, cuando v = 0 el sistema se reduce al correspondiente al modo

NC y para v = 1 las ecuaciones que quedan son las obtenidas en primer lugar
cuando sélo se tuvieron en cuenta las estructuras D y C.

2.3. Control del convertidor por modos de
deslizamiento

Una vez obtenido el modelo del sistema queremos disenar una ley de
control en modo de deslizamiento (Sliding Mode Control, abreviado en inglés
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como SMC) que cumpla con los objetivos de regular la tensién de salida a
un valor y = y, (donde y, es el valor deseado para la tensién de salida) y
que el sistema sea robusto frente a cambios en la carga, manteniéndose el
valor de la tensién de salida constante, minimizandose ademds la respuesta
transitoria.

2.3.1. Estrategias posibles de control

A primera vista pareceria que un control de la tensién de salida es el
adecuado para este tipo de circuitos en el que el objetivo es obtener un de-
terminado valor de la misma. En este caso, la funcién que define la superficie
de deslizamiento a considerar es

h(y) =y — ya.

Si resolvemos las ecuaciones

h(y) = Y —Yqg = 07
dh(y)
at 0,

la expresién del control equivalente que se obtiene es

aYd

Ueg = ——
e x
Sustituyéndo esta expresién junto con y = y4 en el modelo del circuito,
nos da como resultado la siguiente dindmica de deslizamiento
2
. ay
P=1--"4
x
que resulta tener un tinico punto de equilibrio en = a(y4)?. Este equilibrio
resulta ser inestable puesto que en él
dx 1
—=—52>0
dr  ay;
La consecuencia inmediata es que adoptar esta estrategia de control provo-
carfa la destruccién del circuito.
Para evitar este inconveniente se puede recurrir a una estrategia de control
de la corriente del circuito. Siguiendo un proceso andlogo al anterior definimos
como funcién que determina la superficie de deslizamiento h(z) = = — Z,
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donde z es el valor de la corriente en el punto de equilibrio.Si imponemos
ahora

llegamos a que
1=z
Ueg = ——
Si asumimos b = 0, multiplicamos la primera de las ecuaciones de (2.5) por
r y la segunda por y y sumamos los resultados, resulta ser 7 = a(y4)%. La

dindmica de deslizamiento en este caso es pues

= a(@/d)2,
a(yd)2

y = ——ay= —ay,

Y )

que tiene un punto de equilibrio en y = y4. Ahora este equilibrio ya resulta
estable puesto que

Tr =

K 8

dy

dy

El problema de esta estrategia de control es que necesitamos conocer a

priori el valor de la carga que vamos a alimentar con el convertidor para poder

definir apropiadamente la superficie de deslizamiento, asi como el valor de Z,

cosa que no siempre ocurrird. Ademds, posibles perturbaciones en la carga

harfan variar nuestro punto de equilibrio. Por ejemplo, si hemos disenado el

control para un valor determinado de a y la carga cambia de manera que el

verdadero valor de dicho pardmetro pasa a ser a, la ecuacién diferencial de y
serfa

=—-2a<0

2
a
Y
por lo que el punto de equilibrio quedarfa desplazado,en particular su ver-

dadero valor seria
) a
Y=1/7Yd-
a

Concluimos entonces que el sistema no tiene entonces la robustez requeri-
da frente a perturbaciones en la resistencia de carga.

Para resolver este problema de falta de robustez anadimos un término
integral a la funcién que define la superficie de deslizamiento. Asi, definiendo
la nueva variable z = fg (y — yq)d7, emplearemos la funcién

9

hz,z) =x—x,+ Kz,
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para determinar la nueva estrategia de control, donde el valor de x, quedara
determinado una vez analizados los puntos de equilibrio que resultan de adop-
tar esta estrategia.

Al introducir la nueva variable z debemos ampliar el modelo del sistema
con una nueva ecuacién que se corresponde con su derivada, quedando como
resultado el modelo tridimensional

= (1 —uy — bx)v,
= wx — ay, (2.6)
2= Y= Ya

con la ley de control

0, si h(z,2) <0,
= 1, sih(x,z) > 0.

Este sistema dindmino tridimensional de estructura variable constituye
el objeto de estudio de este proyecto. Debemos hacer notar que pertenece a
la clase de los llamados sistemas lineales a trozos (piecewise linear systems.
PWS), que forman parte de la clase mas amplia de sistemas no suaves (non-
smooth), que estén siendo estudiados intensamente en la actualidad.

2.3.2. Implementacion fisica del control por modos de
deslizamiento

Una vez que hemos llegado a la conclusién de que la estrategia de control
idonea para el circuito que vamos a estudiar es aquella en la que hacemos un
control en corriente con un término integral, pasamos a detallar la manera
en la que dicha estrategia puede implementarse fisicamente en el circuito.
Seguiremos para tal fin las ideas expuestas en la tesis doctoral de Maria
Isabel Arteaga Orozco [2].

En la figura 2.5 se presenta un diagrama de bloques en el que quedan
recogidas las distintas partes que intervienen en el controlador. Se puede
observar que las senales que se requieren para la generacion de la superficie
de deslizamiento se toman del propio circuito, acondiciondndolas para que
tengan un valor apropiado.

Acondicionamiento de las senales

La primera senal que debemos medir y adaptar su valor para poder cons-
truir posteriormente la superficie de deslizamiento serd la corriente que circula
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Variables de estado . .
Acondicionamiento

nvertidor g
Convertido de variables
u
» Referencias
Comparador con Generacioén de
histeresis la superficie

Figura 2.5: Diagrama de bloques del circuito correspondiente al controlador
en modos deslizantes a implementar.

por la bobina. Para ello, colocamos en serie con la bobina una resistencia de
valor muy pequeno Rg, por ejemplo de 0.025 ohmios, y amplificamos la caida
de tension que se produce en ella mediante el circuito integrado INA139,
obteniéndose un valor proporcional a la corriente que pasa por la bobina.

Rs
R i i M
Vee [

5 4
INA139

1 2 3

%

) -

L
I
L
31
1]
1
CF
WA
<
g

Imedida

Figura 2.6: Acondicionamiento de la senal de la intensidad que circula por la
bobina.

La otra senal que debemos acondicionar es la tension de salida del circuito,
para asi poder calcular el término de la superficie de deslizamiento correspon-
diente a la integral de la diferencia entre el valor deseado de la tensién de
salida y el real. Para el valor deseado podemos usar como referencia el valor
de la tensién de entrada, dado que sabemos que el primero serd el segundo
multiplicado por el factor correspondiente a la amplificacién de tensién que
queremos obtener. Por tanto, para acondicionar el valor de la tensién de sali-
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da a la referencia del valor deseado debemos aplicarle la ganancia inversa que
el convertidor boost aplica a la tensién de entrada. Para ello podemos usar
un amplificador operacional configurado como amplificador inversor como el
que podemos observar en la figura 2.7.

Tension de salida
del convertidor R1

Tension acondicionada
invertica

Figura 2.7: Acondicionamiento de la tensién de salida.

Sabiendo que la ganancia de este circuito vienen dada por la expresién

debemos elegir los valores apropiados de las resistencias para obtener el valor
—1/ya.

El siguiente paso a realizar serd obtener la diferencia entre los valores
deseado y real de la tension de salida, para lo cual emplearemos de nuevo un
amplificador operacional configurado como circuito sumador de la manera
que podemos observar en la figura 2.8.

_yd

AN
R
A

Tension de entrada (y)

+\L -(y-yd)
A

—

— VE

Figura 2.8: Diferencia de las tensiones de salida deseada y real.
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Para terminar con la obtencién del término integral se configura una vez
m&s un amplificador operacional configurado como circuito integrador, el

C
1
I
\VC
y-yd VAVAVA \*I
R +
Integral
L -
- VE

Figura 2.9: Obtencién del término integral.

cual tiene una ganancia de —1/RC por lo que habrd que elegir los valores
de Ry C adecuados para que la senal correspondiente al término integral de
la superficie de deslizamiento esté correctamente acondicionada, teniendo en
cuenta el valor del pardmetro K que queremos implementar.

Referencia de intensidad

Para poder obtener la superficie de deslizamiento necesitamos una senal
que haga el papel de referencia de intensidad correspondiente al termino de
la intensidad en el punto de equilibrio que circula por la bobina. El circuito
que provea dicha referencia debe caracterizarse por su estabilidad y por su
bajo consumo. Para ello se toma la configuracion de la figura 2.10.

Este circuito se trata de un estabilizador de tensién utilizado para obten-
ter referencias de tensién con bajo nivel de intensidad a la salida, donde el
potenciometro Rz se utiliza para ajustar correctamente el valor de I,.;. La
tension Vyy se puede obtener mediante el regulador LM7808 con la configu-
racién de la figura 2.11.

El 1ltimo paso antes de implementar el circuito que nos proporcionara
la superficie de deslizamiento es restar la referencia de corriente I,.; y el
término integral, utililizando un amplificador operacional configurado como
circuito restador tal y como observamos en la figura 2.12, tomando Ry = Ry
para no introducir ninguna ganancia.
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Vdd

R1

1k
R3

Figura 2.10: Referencia de intensidad.

Implementacién de la superficie de deslizamiento

Para implementar la superficie de deslizamiento se utiliza un comparador
con histéresis cuyas entradas serdn la intensidad que hemos medido que cir-
cula por la bobina y la senal obtenida en la figura 2.12. La configuracién del
circuito correspondiente a este comparador es la de la figura 2.13. En el mis-
mo, el potenciémetro se usa para ajustar el ciclo de histéresis. Por su parte,
la senal de salida debe ser un valor apropiado para polarizar el transistor del
convertidor.

2.4. Analisis de los equilibrios

Vamos a buscar ahora los posibles puntos de equilibrio natural de dicho
sistema. Dependiendo del modo de conduccién en el que esté funcionando el
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Figura 2.11: Tensién V; proporcionada por el integrado LM7808.

convertidor, nos podemos encontrar con que la condicién v = 1 se verifique
siempre (si estamos en el modo CCM), o bien que v = 0 en ciertos instantes
(cuando se alcance la estructura NC) si trabajamos en el modo DCM. En
este ultimo caso, cuando v se anula, el sistema se reduce a

z = 0,
= —ay,
z = Y — Yd,
y no hay ningin punto de equilibrio, pues y,; # 0. Consideramos pues, a
partir de ahora, que v = 1.

Segun la ley de control se tiene que u = 1 si h(z,y) > 0. En dicho caso,
las ecuaciones del sistema quedan

T = 1—y—bx, (2.7)
= z—ay,
z = Y=Y

Igualando a cero las tres expresiones y despejando, se obtiene el siguiente
posible punto de equilibrio

~ a

T = ,
1+ab

_ 1

Y = 15ap

z = Z.

donde Z es cualquier valor arbitrario y ademads se debe tener y = y4. Es claro
que y < 1 al ser a y b valores positivos y debido a que para el convertidor boost

46



R2
R1 VC
Integral VAN \*L
+
Iref-Kz
R1 - X1
[ref VAVAVA L _NE

§R2

Figura 2.12: Circuito que resta la senal de referencia de intensidad y la senal
del término integral.

siempre se tiene que y, > 1,las condiciones anteriores no son compatibles y
no aparece ningun equilibrio cuando h(zx,y) > 0.

Nos queda entonces el caso h(x,y) < 0, en el que u = 0, y resulta el
sistema

z = Y — Yd,
que es claramente incompatible, pues en el posible punto de equilibrio se
tiene que y = 0, por lo que tampoco hay equilibrio.

Concluimos entonces que los tinicos comportamientos en régimen perma-
nente o estacionario serdn debidos a la existencia de pseudo-equilibrios en
la superficie de deslizamiento. Para comprobarlo hay que obtener primero la
expresion de u., que sustituida en las ecuaciones de nuestro sistema determi-
na la dindmica de deslizamiento del mismo. Para ello en primer lugar debe
ocurrir que en los puntos con

h(z,z) =0,
se satisfaga la condicién de invarianza
dh
(:'U7 Z) — 07
dt
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Figura 2.13: Comparador con histéresis utilizado para implementar el com-
parador con histeresis.

o lo que es lo mismo

r—x,+ Kz = 0,
l—uy—br+ K(y—yq) = 0.

Operamos con dichas expresiones y se despeja el valor de u.q, que resulta

ser
_l-be+ K(y—wya) 1—-ba+ K(y+bz—ya)

Upg =
/ y y

Sustituyendo este valor en (2.6) con v = 1, la dindmica de deslizamiento
queda, entonces, como sigue

T = _K(y_yd)a

. x oz x

y = —ay+——b—+K(y—yi)-, (2.8)
Yy Yy Yy

Z = Yy—Ya

Si igualamos a cero los miembros de la derecha obtenemos que en los
posibles valores de equilibrio se debe cumplir

g:yda
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y para T se llega que debe verificar la condicién
ba? — 2+ ay® = 0. (2.9)

Si b =0 el termino cuadrético desaparece, y

Tr = ay2.

y si elejimos x, = T entonces Z serd nulo.
En el caso de que b # 0

1 /1—dab?
+ Vo e (2.10)

9% 2%

debiéndose cumplir que el radicando sea positivo, es decir, que

Ty

1 — daby3 > 0.

El valor deseado para la tensién estd también entonces acotado superior-
mente, quedando restringido al intervalo

1
1< <3\ —.
Ya 4ab

De nuevo, si elegimos z* = z_ se obtiene tras imponer h(z,z) = 0 que
z=0.

Se puede ver, pues, que cuando b no se anula existen dos puntos de equi-
librio, mientras que cuando si lo hace sélo existe uno. Para determinar su
estabilidad proyectamos el sistema (2.7) sobre el plano (x,y) y calculamos la
matriz jacobiana

J(x,y) = " -
(r,y) = i[l_sz+[((y_yd)] —a—}—#(—aj—{—be_i_Kg:yd) )

que para los puntos de equilibrio queda

J(Z,9) = ’ o
(z,79) = 1 —207] —a+H(—z+bi*+ Kzy) )

Las condiciones de estabilidad se traducen en que el determinante de la
matriz jacobiana evaluada en el punto de equilibrio debe ser positivo, y la
traza debe ser negativa. Ambos estdn expresados por

K

d()) = (1~ 2m),

1
t(J) = —a+ ?(—f +b7* + Kz7).
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De la condicion para el determinante tenemos que sélo se tiene estabilidad

; 1 2z
— 2bx
— >0
Y
que se satisface trivialmente cuando b = 0 si K > 0.

Cuando b > 0, como 7 e j son cantidades positivas, la condicién se cumple

K

si

K > 0,
,<1
X —.

2b

La segunda expresién pone de manifiesto que, por ejemplo, el punto de
equilibrio correspondiente a la solucién con signo menos de (2.10) puede ser
estable, ya que

1-— 4ab(yd)2 <1,

al ser a y b cantidades positivas. Por esta misma razén, la solucién con signo
mds siempre es inestable. La condicién para la traza, por su parte, exige que

K- ay? — b+ 2ay

Iy T’
donde hempos usado (2.9).Uniendo todas las condiciones, la estabilidad de
los puntos de equilibrio cuando b = 0 exige las desigualdades

0 < K< ay? — bz* + 7 _ 2agj7

Ty T

mientras que para el caso b = 0 nos basta con la primera desigualdad.
Si sustituimos en cada caso los posibles valores de equilibrio, llegamos a
las siguientes condiciones. Para el caso b = 0 nos queda

2
O<K<j
Y

donde hemos tenido en cuenta que T = aj?. Para el caso b # 0, ya hemos
indicado que sélo puede ser estable el equilibrio Z_, que cumple siempre la
segunda de las desigualdades, y para la primera se obtiene

20y 1+ +/1— 4aby?
0< K< fly: i - ay,
Yy

T_
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tras unas sencillas manipulaciones algebraicas.

Es importante hacer notar que si se violan estas condiciones, bien por
cuestiones de diseno, bien por variaciones en la carga, hemos de esperar
comportamientos indeseados. En particular, las condiciones Ky = 2 (cuando

b=0)y
Ky =14 +/1—4aby?, (2.11)

cuando b # 0 deben estar asociadas a la aparicién de bifurcaciones. Dejaremos
constancia para futuras referencias que en el caso b # 0, la condicién de
bifurcacién estd asociada al valor

2K

_—_ 2.12
K? + 4ab’ ( )

g:

que se obtiene sin mds que resolver la ecuacién (2.11).

2.5. Dominio de deslizamiento

Para obtener una visién global de la dindmica de nuestro modelo, en esta
seccién haremos explicitos los conceptos introducidos anteriormente relativos
al dominio de deslizamiento. Dadas las ecuaciones del sistema, definimos los
campos vectoriales

[1— bz —y
fOy) = | z—ay |,
L Y — Ya
[1— bx
fPy) = | —ay |,
LY — Ya

donde fM)(x,7) se corresponde con las ecuaciones para u = 1 (h > 0), y
f@(z,y) parau =0 (h <0).
De la expresién del plano de deslizamiento se tiene

vh = (1707K)7

de manera que el dominio de deslizamiento sera la regién del plano h = 0
donde se cumplen las restricciones

(Vh, fD(z,y)) < 0,
(Vh, fP(z,y)) > 0

)
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es decir, cuando ambos campos vectoriales empujen hacia el plano. Entonces,
las orbitas del sistema no abandonan el plano de deslizamiento permanecien-
do en él deslizéndose sobre el mismo.

En nuestro caso, las restricciones a las que se llegan son

l—br—y+Kly—vys) < 0,
1—bxr+ K(y—uvys) > 0.

Si despejamos y, finalmente se obtiene

b Kyd—l

2.1
y<K_1:c—|—K_1, (2.13)
b Kyd—l

Al observar los denominadores de (2.13) se puede ver que hay que distin-
guir tres casos distintos segin sea el valor de K.

Aparte, es importante comprobar si los puntos de equilibrio pertenecen o
no al dominio de deslizamiento. Para poder analizarlo facilmente necesitamos
determinar el lugar geométrico definido por los posibles puntos de equilibrio
del sistema, el cual podemos obtener a partir de la expresion

ba? +ay? —x =0,

que ya vimos anteriormente que se verifica en el equilibrio. Si operamos con
ella, se llega a que el lugar geometrico que buscamos es
(z— %) ¢
— +tT =1
2 4ab
que se trata de una elipse centrada en x = 1/2b,y = 0 y de semiejes de
longitud 1/2b paralelo al eje x y 1/(2v/ab) paralelo al eje y.
A modo de ejemplo, vamos a representar graficamente el dominio de
deslizamiento del sistema resultante para el circuito constituido por los sigu-
ientes elementos

L = 2mH,
r, = 1,5,
C = 10ukF,
R = 509,

que presenta los siguientes valores adimensionales

a = 02828,
b = 0,1061.
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Si a este circuito le pedimos que aumente la tensién tal que resulte una
yqa = 1,33, los valores de equilibrio de la intensidad de la bobina son

. = 0,53,
., = 890,

con un valor critico de la ganancia

K. =142.

2.5.1. Caso K >1

Para valores de K mayores que la unidad los denominadores de (2.13)
son positivos, asi como los numeradores de los términos independientes de
ambas restricciones, al ser también y; > 1. Por otro lado, se cumple que

Kyd—l > Kyd—l

K—-1 K 7
b b
K-1 K

Vemos entonces que, si proyectamos sobre el plano (z,y), la frontera del
dominio de deslizamiento queda definida por dos rectas cuyos cortes con
el eje y se producen en el semieje positivo. Ademds, la recta que delimita
superiormente la region, que es

b Kyd —1
T+ ,
K—-1 K—-1
tiene una pendiente mayor que la recta que define el limite inferior,

y:

y= gt TUZL
por lo que el corte de ambas no se producird en el semiplano positivo, que es
nuestra regién permitida.
Para comprobar si los puntos de equilibrio pertenecen o no al dominio de

deslizamiento, dado que
K Yd — 1

K—-1"
tendremos que sustituir el valor y = y4 en la recta que define el limite inferior
y ver qué valor de x se despeja. Si lo hacemos, se obtiene

Ya <



que se trata de uno de los puntos de corte de la elipse de los puntos de
equilibrio con el eje x. Esto quiere decir que ambos puntos de equilibrio,
tanto el inestable como el estable, caen dentro de la region de deslizamiento.

Para dejar més claro todo lo expuesto hasta aqui, representamos gréfica-
mente el dominio de deslizamiento para un valor de K = 1,5 y los valores de
los pardmetros que tomamos anteriormente para nuestro sistema.

4.5

3.5

Elipse de referencia.

2.5

2 Dominio de deslizamiento. B

158 Equilibrio estable. Equilibrio inestable, (1/b,y d)

0.5H \

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 2.14: Dominio de deslizamiento para K = 1.5.

2.5.2. Caso K =1

Cuando K es exactamente la unidad, las restricciones (2.13) y (2.14)
quedan tranformadas en

0 < bx+ys—1,
y > br+ys—1.

La primera de las restricciones se cumple siempre al ser y; > 1 y tanto
b como x ser cantidades positivas. La segunda define una recta que delimita
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inferiormente el dominio de deslizamiento. Si en ella hacemos y = y4, de

nuevo obtenemos que z = 1/b, por lo que los puntos de equilibrio estdn
dentro del dominio de deslizamiento.

Elipse de referencia.

Dominio de deslizamiento.

150 Equilibrio estable Eq”i"W' (1/b,y d)
7

05 Frontera del dominio de deslizamiento.
|

Figura 2.15: Dominio de deslizamiento para K = 1.

2.5.3. Caso K <1

Si K resulta ser una cantidad menor que la unidad en primer lugar vemos
que el signo de la desigualdad (2.13) cambia de sentido, dado que al despejar
y habremos tenido que multiplicar por la cantidad negativa K — 1. Por este

motiva, resulta que ahora, la pareja de restricciones que definen el dominio
de deslizamiento es

b Kyd—l
2.1
y > K_lx—f- 1 (2.15)
b Kyd—l
— _— 2.1
y > K:L‘+ 7 (2.16)
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Por su parte, el numerador del término independiente de ambas expre-
siones cambia ahora de signo para un valor de K = 1/y,. Hay entonces que
distinguir entre otros tres subcasos.

Caso K > 1/y,

La expresion Ky, — 1 es positiva en este caso, y el término independiente
de la restriccién (2.15) negativo, asi como la pendiente de la recta que define.
Por tanto, ésta se encontrard en la parte negativa del eje y cumpliéndose
entoncés dicha restriccién para todo valor de y positivo.

Para la restriccién (2.16) tenemos que define una recta que delimita in-
feriormente la regién de deslizamiento. Haciendo y = y4 en dicha recta, una
vez més resulta que x = 1/b, y los puntos de equilibrio estardn en la regién
de deslizamiento.

3 T T

Elipse de referencia.

Equilibrio estable Dominio de deslizamiento. Equilibrio inest

Frontera del dominio de deslizamiento.

2 4

Figura 2.16: Dominio de deslizamiento para K = 0,8.
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Caso K =1/yq

Los términos independientes de ambas restricciones serdn ahora nulos,
cortdndose las rectas que definen en el origen, una con pendiente negativa,
la (2.15), y otra con pendiente positiva, la (2.16).

Se trata pues este caso de uno andlogo al anterior pero con la recta frontera
partiendo del origen.

3 T
Elipse de ref erenciaf.ﬁ,/‘// \\
2.5 - ,
//,/’ AN
2+ / \
Dominio de deslizamiento. \ (1/b,yd)
/// Equilibrio estable. Equilibrio inestabiq
1.5 / \ _
s / \ |
/ \
/ \
( \
0.5 _
‘\‘ \
0
-0.5 - _
s i
15 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 2.17: Dominio de deslizamiento para K = 1/y4 = 0,7519.

Caso K < 1)y,

En este tltimo caso, el signo de los términos independientes se invierte,
es decir, ahora la recta definida por (2.15) corta al eje y en su parte positiva
siendo su pendiente negativa, y la recta definida por (2.16) en su zona neg-
ativa siendo su pendiente positiva. Ambas rectas se cortardn entonces en un
punto que, en principio, podria pertenecer al semiplano positivo. Si hacemos

b Kygs—1 b Ky;—1
+yd - +yd

K-1" " K-1 K" K
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despejando se tiene que
1 - Ky

b

Si sustituimos dicho valor de x en las expresiones de las rectas vemos que
en ambas se llega a que y = 0, por lo que el punto de corte se encuentra justo

T

en el eje z.
La regién de deslizamiento estd pues limitada inferiormente por la restric-

cién (2.15) para un valor de z inferior al obtenido, y por la restriccién (2.16)
para un valor de x superior.

Para terminar este apartado, teniendo en cuenta que el punto de corte
de la recta definida por (2.15) con el eje y es menor que el valor de y,4, para
saber si los puntos de equilibrio estdn el el dominio de deslizamiento hay
que sustituir y = y4 en la recta definida por (2.16), obteniéndose el mismo
resultado que para todos los casos anteriores.

3
Elipse de referencia. - T~ .
25F 8
/'/ \\\
/ \1
N
2r / Dominio de deslizamiento. \\ -
i N (1/b,yd)
/ Eaquilibrio estable. Equilibrio inestable
// \
1 5 [ // \\ —
/ \\
// \
/ \
T/ VT
/ \
| Frontera del dominio de deslizamiento \
| \
0.5 T \\ _
0
-0.5 - B
1 1 1 1 1 1 1 1

Figura 2.18: Dominio de deslizamiento para K = 0.5.
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