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Capitulo 1

Introduccion

En este proyecto pretendemos poner de manifiesto la riqueza dindmica
y la complejidad de comportamientos que pueden aparecer en un dispositi-
vo aparentemente elemental como es un sencillo convertidor electrénico de
tension.

En el primer capitulo se introducen, por un lado, el modelado y control
de convertidores electrénicos de potencia y, por otro lado, se repasan los
conceptos relativos a la bifurcacién de Hopf que necesitaremos en nuestro
andlisis posterior.

1.1. Convertidores electréonicos de potencia
conmutados

La alimentacion de los equipos electréonicos, dado que en su mayoria nece-
sitan una tensién continua, es un problema que actualmente requiere seguir
investigando en nuevas fuentes de alimentacién y en el control de las mismas.
Cuando la tensién que nos llega es alterna, como es el caso de la red eléctrica,
lo que se suele hacer es utilizar un rectificador que nos convierta dicha ten-
sién en continua, pero cuyo valor final no suele coincidir con las necesidades
del circuito a alimentar. Lo mismo puede ocurrir cuando disponemos de una
fuente de tensién continua.

Ante esta situacién se hace necesario incluir una etapa intermedia entre
la tensién de entrada que tenemos y el equipo electrénico al que queremos
suministrar la energfa. Una de las posibles soluciones a este problema es re-
currir a los llamados convertidores electrénicos de potencia conmutados, mas
concretamente a aquellos que trabajan tnicamente con corriente continua.
Los hay de tres tipologias distintas: convertidores buck, que reducen el va-
lor de la tensién, convertidores boost, que la elevan y en el cual centraremos



nuestro objeto de estudio, y convertidores buck-boost.

La ventaja que tiene el utilizar uno de estos convertidores frente a otras
alternativas, como puede ser el emplear directamente un transformador de
tension, es que estos tipos de circuitos consiguen el objetivo que buscamos con
una gran eficiencia y con un nimero reducido de componentes electrénicos,
que resultan en un equipo de pequeno tamano y reducido peso. Sin embargo,
al ser, como su propio nombre indica, circuitos constituidos por elementos
que conmutan durante su funcionamiento, la dindmica resultante y el control
de la misma presentan una serie de problemas que necesitan ser estudiados.

Una de las estrategias tipicas de control empleadas en este tipo de cir-
cuitos, segin la bibliografia existente, es la modulacién del ancho de pulso
(Pulse Modulation Width, PWM). Otra posibilidad , introducida en los 1l-
timos anos, es el uso de técnicas de control basadas en el control por modos
deslizantes (Sliding Mode Control, SMC'), que es la que en este proyecto
se desarrollard y estudiara. Esta técnica se basa en introducir un plano de
conmutacién en el espacio de estados de manera que éste quede dividido en
dos subespacios. En cada uno de ellos el sistema controlado presentard una
dindmica distinta, por lo que cada vez que la trayectoria del sistema atraviese
el plano de conmutacién, se producird una discontinuidad en el modelo del
sistema.

1.2. Modelado de sistemas conmutados

Las fuentes electrénicas de potencia conmutadas son en esencia sistemas
que presentan una dindmica no lineal. Para analizar y disenar un sistema
de control apropiado se necesita un modelo preciso que defina correctamente
dicha dindmica. Existen diversos enfoques a la hora de definir dicho modelo
como puede ser el empleo de modelos linealizados alrededor del punto de
funcionamiento, de modelos no lineales promedio o los denominados modelos
hibridos.

Los primeros sélo son vélidos para pequenas perturbaciones de la senal
alrededor del punto de funcionamiento, mientras que los segundos prome-
dian los efectos de la conmutacién con respecto al periodo de conmutacién
y el conocimiento del comportamiento del circuito durante ese instante en
el que el circuito conmuta se pierde. Ademads, en ninguno de estos dos tipos
de modelos es posible recoger todos los posibles modos de conduccion o de
funcionamiento que va a presentar nuestro sistema. Por estas razones, en
este proyecto la opcién elegida es la de los modelos hibridos, que nos permi-
tirdn recoger en un solo sistema de ecuaciones diferenciales toda la dindmica
del sistema. Estos modelos se caracterizan por la presencia simultdnea de
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variables continuas y discretas.
El modelo de nuestro sistema dindmico puede representarse mediante una
funcién f : R” x R — R” describiéndolo en la forma

&= f(x,u),
donde

u(x) = u(x), sih(z) >0,
u(z) = u (x), sih(z) <0

La funcién escalar h : R™ — R determina una superficie (n—1)-dimensional
S ={x eR":h(x) =0}

Dicha superficie representa el lugar geométrico donde se produce la con-
mutacién, también denominada superficie de deslizamiento, que divide al
espacio de estado es dos regiones diferentes

xT = {zeR":h>0},
x~ = {reR":h <0},

por lo que el sistema puede ser reescrito en la forma
i o= ff(x,ut(x)), sizext, (1.1)
t = [ (z,u (x)), sizex .

En las ecuaciones (1.1) queda patente que el comportamiento dindmico
del sistema estd dictado por dos campos vectoriales distintos segiin la region
del espacio de estados en la que nos encontremos. Como resultado, el sistema
cambiard de estructura dependiendo del estado de las variables del sistema.
Dicho cambio se producira en los puntos de la superficie S donde el sistema
se vuelve no derivable.

Sobre la superficie S existe una regiéon, denominada dominio de desliza-
miento, que se denotara por € que tiene la particularidad de que sobre ella
ambos campos vectoriales estdn dirigidos hacia la superficie de deslizamiento
empujando ambos en sentidos opuestos. Como consecuencia el sistema no
podra abandonar el plano y se queda deslizando sobre el mismo. En dicha
regién, se cumplird que los productos escalares

(Vh(z), f*(2,u"(2))
(Vh(z), f~(z,u”(x))

tendrdn un signo opuesto, indicando que el campo apunta hacia el plano de
deslizamiento por ambos lados.

< 0,
> 0

)



1.3. Dinamica de deslizamiento. Clasificaciéon
de las bifurcaciones

En el dominio de deslizamiento (2, al pertenecer a la superficie S, el campo
vectorial f estd indefinido, por lo que las ecuaciones (1.1) no describen la
dindmica del sistema cuando se encuentra en modo de deslizamiento. Para
determinar dicha dindmica existen varios procedimientos, como pueden ser el
método de Continuacién de Filippov, o el del Control Equivalente de Utkin,
que es el que se va a seguir en este proyecto. Consiste en reemplazar la
variable discontinua u del sistema hibrido que define nuestro sistema, por un
control equivalente u., de manera que, para el campo resultante, se satisfaga
la condicion J

S ha(t)] =0,
denominada condicién de invarianza, cuando suponemos que la solucién ve-
rifica la condicién

h(z) =0,

es decir, que nos encontramos en la superficie de deslizamiento.
La dindmica del modo de deslizamiento viene dada entonces por el sistema
equivalente

T = f(x7ueq(x>> = feq(x>'

Una vez obtenida esta dindmica, contamos con una definicién del cam-
po vectorial para todos los puntos del espacio de estados. Podemos ahora
definir distintos tipos de puntos de equilibrio en funcién de que éstos se en-
cuentren dentro de la superficie de deslizamiento o no. A los primeros se les
llamara puntos de equilibrio de deslizamiento o puntos de pseudo-equilibrio
y, a los segundos, puntos de equilibrio naturales o propiamente dichos. Para
obtenerlos hay que resolver el sistema de ecuaciones

feq(x) - O, (12)
h(z) = 0,

para el caso del equilibrio de deslizamiento, y

ffx) =0,
f(z) =0,
para los posibles equilibrios naturales.

A su vez, para cada tipo de equilibrio podemos distinguir entre puntos
reales y puntos virtuales de equilibrio. Aqui el adjetivo virtual indica que, en
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su caso, el punto puede organizar la dindmica de una determinada regién del
espacio de estados, sin ser un auténtico valor de equilibrio, por encontrarse
fuera de dicha regién. Asi, para los equilibrios naturales tenemos que los
puntos reales de equilibrio son los que cumplen

ff(x) = 0,conzext,
f(x) = 0, conzeyx,

ff(x) = 0,conxeyx,
f(x) = 0, conzex™.

Por su parte, para los puntos de equilibrio de deslizamiento, los puntos reales
son aquellos que cumpliendo (1.2) pertenecen al dominio de deslizamiento €2,
y los virtuales son aquellos que no pertenecen a 2.

Con todas estas definiciones, podemos hacer una clasificacién del tipo de
bifurcaciones que pueden presentarse en este tipo de sistemas. Asi podemos
distinguir tres tipos diferentes:

Tipo I. Bifurcaciones que implican el colapso o cambio de la estabilidad de
los puntos de equilibrio (punto de silla, Hopf, etc.)

Tipo II. Bifurcaciones relacionadas con el cambio de caracter real/virtual
de los puntos de equilibrio.

Tipo III. Desaparicién o aparicién de un dominio de deslizamiento.

El objetivo de este proyecto serd llevar a cabo el andlisis de la bifurcacién
de Hopf que se produce en el convertidor boost como consecuencia de variar
la ganancia de control cuando se utiliza una estrategia de modos deslizantes,
obteniendo su caracterizacién y las implicaciones que tiene desde el punto
de vista del diseno y del comportamiento que presentara el circuito. Hemos
de indicar, tal y como se hace referencia en [5] que los otros dos tipos de
bifurcaciones también pueden presentarse en este tipo de circuitos.

1.4. La Bifurcacién de Hopf

El comportamiento dindmico de muchos procesos fisicos o de la inge-
nieria de sistemas viene modelado por un sistema de ecuaciones diferenciales.
En general estas ecuaciones son no lineales y, ademads, dependen de ciertos
pardametros que representan los posibles valores de las magnitudes que fijan
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el caso concreto de proceso o el control del sistema. La eleccién de los va-
lores concretos de los pardametros del sistema determina los posibles estados
de equilibrio del mismo y su modo de respuesta dindmica ante las pequenas
perturbaciones de cada uno de esos estados. Al evolucionar con continuidad
los valores de los pardametros, los posibles estados de equilibrio van cambian-
do, de manera que pueden surgir algunos nuevos equilibrios o desaparecer
otros o simplemente cambiar sus propiedades.

En términos generales, el anélisis del cardcter de un punto de equilibrio
de un sistema dindmico —es decir la discusién de si es o no estable— se re-
mite a la investigacion de la estabilidad del origen como punto de equilibrio
del sistema linealizado. Bésicamente el signo de la parte real de los valores
propios de la matriz de coeficientes del sistema linealizado es quien fija la
estabilidad, que se garantiza cuando todos los valores propios tienen parte
real negativa. En sistemas dindmicos dependientes de pardmetros, el modelo
linealizado también cambiard al modificarse los valores de dichos pardmetros,
de manera que el cardcter de los correspondientes puntos de equilibrio puede
resultar alterado. Los cambios cualitativos del cardcter de un determinado
punto de equilibrio son el resultado de lo que se denomina una bifurcacion.
Las posibilidades de bifurcacién son muy variadas, y aqui nos limitaremos a
apuntar las dos que se producen genéricamente en sistemas dependientes de
un sélo parametro.

En sistemas con un sélo parametro la pérdida de estabilidad se produce
genéricamente mediante dos posibles mecanismos netamente diferenciados.
En el primero de ellos, un valor propio real inicialmente negativo evoluciona
con el cambio de los valores del pardmetro hacia el semiplano real positivo.
Puede demostrarse que, también genéricamente, en este caso se pierde la
estabilidad por la confluencia del punto de equilibrio estable (nodo) con otro
inestable (silla). Este fendmeno se denomina por esta razén bifucacién silla-
nodo, y no serd aqui objeto de mas comentarios. La segunda posibilidad
aparece cuando la estabilidad se pierde como consecuencia de que un par
de valores propios complejos conjugados atraviesan el eje imaginario con lo
que el punto de equilibrio se vuelve inestable. En este caso, genéricamente se
produce lo que se denomina una bifurcaciéon de Hopf.

La caracteristica esencial de este tipo de bifurcacién es que, para valores
del pardmetro cercanos al valor de bifurcacién, se produce la aparicién de
un ciclo limite del sistema en las cercanfas del estado de equilibrio. Existen
dos posibilidades diferentes, de propiedades y consecuencias practicas muy
distintas. En primer lugar el ciclo limite (que serd inestable) puede coexis-
tir con el punto de equilibrio estable, antes de que el pardmetro alcance el
valor de bifurcacién. En este caso la bifurcacion de Hopf se denomina sub-
critica, y supone en la practica una limitacién del dominio de atraccién del
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punto de equilibrio. Como segunda posibilidad, el ciclo limite puede surgir
una vez que se ha traspasado el valor de bifurcacién. En este caso se habla
de una bifucacion supercritica, en la que el ciclo limite es estable. En este
supuesto el ciclo constituye un atractor que mitiga la inestabilidad del punto
de equilibrio.

La teoria de la bifurcacién de Hopf es relativamente complicada. Vamos
a intentar presentar, de manera simplificada pero completa, una derivacién
fundamentalmente heuristica de las ideas y férmulas esenciales que surgen
en esta teorfa.

La siguiente seccién presenta en detalle un ejemplo elemental de sistema
bidimensional en el que aparece una bifurcacién de Hopf. El objetivo es fa-
miliarizar al lector con las ideas fundamentales y las diferentes propiedades
de los dos tipos de bifurcaciéon. Este ejemplo es importante porque el estu-
dio del caso general se reduce en cierto modo a él, que actia asi de modelo
canodnico o paradigmético de la bifurcacién de Hopf. Se desarrolla la reduc-
cién de un sistema plano a la denominada forma normal de Poincaré, con
la que se puede tratar el caso de un sistema plano general, que se remite en
esencia al ejemplo introductorio estudiado. Seguimos en estas secciones las
ideas que ya fueron presentadas en el proyecto fin de carrera de P. Noguerol

1]

1.4.1. Ejemplo canénico de la bifurcacién de Hopf

Vamos a estudiar en detalle un ejemplo de sistema diferencial plano de-
pendiente de un pardmetro que presenta una bifurcacién de Hopf. Conside-
remos el sistema dindmico bidimensional

i = f(x,y) = pr —woy + (ax — by)(z* + y*) (1.3)
) = glx,y) = wor + py + (b + ay)(2* + y?)

donde la prima indica derivada respecto al tiempo, se supone que a, b y wy
son tres valores reales fijos y que u es un pardmetro real. Se supone ademas
que wq > 0.

Para buscar los puntos de equilibrio que presenta este sistema, igualamos
a cero las ecuaciones de nuestro sistema bidimensional (1.3), obteniendo un
punto de equilibrio en el origen del plano. Para estudiar la estabilidad de este
punto de equilibrio, debemos hallar los autovalores de este sistema. Por lo
tanto, calculamos su matriz jacobiana.
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afg&y) 3féw,y)
J(I‘, y) - 8g($,y) 69(:1?,3/) =
oy ox

| p+3az? +ay? — 2byr  —wo + 2azy — br? — 3by?
T wo 4 3b2% + by? + 2ayx o+ abry + ax? + 3ay?

Si particularizamos esta matriz para el punto de equilibrio, se obtiene

ﬂamz{& jfy

y ahora ya podemos calcular los autovalores, resolviendo la ecuacién

p—A —wo

o ol =0

Enseguida vemos que los valores propios son el par de niimeros complejos
conjugados p + 1wy, de manera que puede asegurarse que el origen es un
punto de equilibrio estable si el pardmetro p es negativo, e inestable si el
pardmetro p es positivo. Obviamente, el valor © = 0 corresponde a una
situacién de bifurcacién. La estabilidad del origen en este caso se estudiard
posteriormente.

Vamos a comprobar que ademds de este punto de equilibrio el sistema
presenta, para determinados valores del pardmetro u, un ciclo limite, que de
hecho es un circulo centrado en el origen. Introduciendo la funcién compleja

2(t) = x(t) +iy(t), (1.4)
es inmediato escribir que
zZ = x—1y,
2P = z-Z=2"+¢>

Esta variable satisface la ecuacion diferencial

Z = T+ =
px — woy + (ax — by) (2 +y?) +i [ng + py + (b + ay)(2® + y2)} -
= p(x +ib) +iwe(x +iy) + (2 + *) [(ax — by) + i(bx + ay)],

y por lo tanto podemos reescribir el sistema (1.3) en la forma
5= pz 4 iwez + (a +bi)z 2>
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Hemos comprobado asi que el sistema se puede escribir, facilmente, de la
siguiente manera

2(t) = (p+iwo) z+ (a+ib) z |2]*. (1.5)

Si usamos la forma polar

2(t) = p(t)e™, (1.6)

se tiene que

2(t) = p'(t)eD + p(t)e®Dif (¢). (1.7)

Sustituimos ahora la ecuacién (1.6) en la ecuacién (1.5) y obtenemos

(1) = (1 + iwo)p(H)e”® + (a+ ib)p(t)*e ), (18)

y si igualamos las ecuaciones (1.7) y la (1.8) llegamos a que

(1) 1 p(t)e il (t) = (10 + iwo)p(t) Ve + (a +ib)p(t)*e”,

P (t) + p(£)if (t) = (1 + iwo)p(t)"® + (a + ib)p(t)?.

Si identificamos por separado la parte real y la imaginaria, resultan las ecua-
ciones

d

d_i = pp+ap® (evolucién del radio polar),
do

o= wo +bp*  (evolucién del dngulo polar).

La primera ecuacién (que evidentemente sélo tendrd sentido para p > 0) no
depende del dangulo polar, por lo tanto estd desacoplada y puede estudiarse
por separado.

Para encontrar los puntos de equilibrio de la ecuacién diferencial del
radio polar, debemos igualar dicha ecuacién a cero. De esta manera llegamos
a

pp+ap’ =0 << plu+ap®) =0,

y obtenemos claramente un punto de equilibrio en p = 0 para cualquier valor
de 1, que se corresponde con el punto de equilibrio existente en el origen del
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sistema original. Ademds, la ecuacién presenta en ciertos casos un segundo
punto de equilibrio, que viene dada por la solucién positiva de la ecuacién

p+ap® =0,

en el supuesto de que esta ecuacién tenga raices positivas. Al despejar, esta
solucion viene dada por

y existe como solucioén real cuando el radicando es positivo, es decir, cuando
el producto au es negativo.

La existencia de este punto de equilibrio p(u) para el radio polar supone
que en el sistema original existe un circulo estacionario centrado en el origen,
cuyo radio es este valor de equilibrio p(u). Esta 6rbita del sistema plano sera
estable o inestable segin que el punto de equilibrio de la ecuacién diferencial
del radio polar sea estable o inestable. Para analizar la estabilidad del ciclo
limite de radio p(u), bastara analizar el signo de la derivada, que viene dada
por

d 3 o Hy
p (up +ap )|p:\/,—% = M+3@(—E) = —2/.

Se obtiene asfi que el punto de equilibrio, y por tanto el ciclo limite asociado,
es estable cuando p > 0 e inestable cuando p < 0.

Las figuras 1.1 a 1.4 representan los diagramas de bifurcacién en funcién
del signo de la constante a. El caso a > 0 corresponde a una bifurcacién sub-
critica (el ciclo limite existe sélo si p < 0 y es inestable) y el caso a < 0 a una
supercritica (ahora el ciclo limite existe cuando p > 0 y es estable). Si repre-
sentamos el ciclo limite en el espacio (z, y, ) para cada valor del pardmetro
11, obtenemos la familia de ciclos limite que forman una superficie parabdlica,
como podemos apreciar en las figuras 1.1 y 1.3. Esta misma representacion
la podemos hacer sobre el plano (p, i), obteniendo para valores de a > 0 la
figura 1.2, donde la linea de circulos en blanco representa la variacién con p
del radio de la 6rbita inestable en la bifurcacién subcritica, y para valores de
a < 0 la figura 1.4, donde la linea de circulos negros representa la variaciéon
con g del radio del ciclo limite estable en la bifurcacién supercritica.

Las ecuaciones diferenciales del sistema en coordenadas polares se pueden
integrar con relativa facilidad, obteniéndose con ello las soluciones del sistema
explicitamente. Para simplificar la exposicién supondremos que b = 0y wg =
1, lo que supone pricticamente que 6 = t. El caso general se trata de modo
idéntico.
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a>0

-y
-

X

Figura 1.1: Bifurcacién de Hopf subcritica en el espacio (z, y, u).

Si la condicién inicial es p(0) = p, > 0, separando variables e integrando

se tiene
P d t
/ —/’3 _ / dt.
po HP +ap 0

Para realizar el cédlculo, obtenemos la descomposicién del integrando del
primer miembro en fracciones simples, lo que conduce a la igualdad

1 1 (1 ap )
pp+ap®  p\p p+ap?)
Si utilizamos esta expresion, se tiene

p

rd 1 1
/—p:—llog p— =log |,u+a,02‘] =
o z 2

p
p

T an? [log—1]

P+ ap " bt

==

y obtenemos entonces

p
1

— logL1 =t,
L Intap?

Po

de donde se deduce que la dependencia de p y t viene establecida por la
ecuacién
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a=0

»

i

Figura 1.2: Diagrama de una bifurcacién de Hopf subcritica

a<0

Figura 1.3: Bifurcacién de Hopf supercritica en el espacio (z, y, )
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* a<0

L

| i m
El quilibrio en el El equilibrio se ha
origen es estahle inestahilizado

Figura 1.4: Diagrama de una bifurcacién supercritica de Hopf

2 2
14 Po 2ut

lw+ap?l |p+ apgl
Para analizar las soluciones, es conveniente distinguir dos casos, determinados
por el signo del producto apu.

Caso 1 au >0

En este caso el signo de p coincide con el de a y, como ya hemos comentado
anteriormente, no existe ciclo limite. Haciendo £ = r?, la relacion entre p y
t se puede escribir claramente como

2 2
p o Po 2Ht

p+ap? o+ ap]

)

despejando p se deduce la expresion de su dependencia explicita de t, que es
como sigue

poe
p= :
\/1 + 23(1 — e2nt)

Las soluciones presentan entonces un comportamiento radicalmente diferente
seguin que el pardmetro p sea negativo o positivo.
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[0, e

Figura 1.5: Origen estable. No hay ciclo limite

En el primer caso, es decir, si p < 0, es claro que el radicando del de-
nominador es siempre positivo, por lo que la solucién estd definida en todo
el intervalo [0, +00). Ademds, se cumple que

tlim p =0,

es decir, el origen es un punto de equilibrio asintéticamente estable cuyo
dominio de atraccién es todo el plano. La figura 1.5 presenta el aspecto de
una trayectoria en este caso.

En cambio, cuando p > 0 el radicando sélo tiene sentido en el intervalo

0, o), siendo
fo= 1 (1 + T2>
0o = 5 108 o ]
2 I

y ademads se tiene
lim p = oo,
t—too

por lo tanto la solucién se hace no acotada en un tiempo finito. Esta situacion
indica que el origen es un punto de equilibrio inestable. La figura 1.6 repre-
senta una trayectoria tipica del sistema en este supuesto.
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H >0, ax)

Figura 1.6: Origen inestable. No existe ciclo limite

Caso 2 au <0

En este supuesto, los signos de p y a son diferentes y, como antes apun-
tamos, existe un ciclo limite. Poniendo £ = — r2, el ciclo limite es un circulo
centrado en el origen de radio r. La relacién entre p y t se escribe en la forma

p2 _ p% €2ut
e e

Dado que la ecuacién presenta un punto de equilibrio en p = r, es claro
que si p, > r se cumplird que p > r para todo ¢ > 0. Alternativamente, si
po < r también serd p < r para todo ¢t > 0. Con esta observacién, se deduce
que la anterior relacién entre p y t se puede escribir en la forma

2 2
P - £o 2t

= e
2 _ g2 2 _ 2 ’
pr—=r pg— T

puesto que las diferencias p*> — r%, y p3 — r? tienen en todo caso el mismo
signo. Despejando en esa ecuacién el valor de p, se obtiene la férmula

Po et

p= : :
\/1 + f—g(e% - 1)
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=0, a<d

Figura 1.7: Origen inestable. Existe ciclo limite estable.

De nuevo, el comportamiento de la solucién es diferente segiin que el valor
del parametro p sea positivo o negativo.

Si > 0, es claro que el radicando del denominador es siempre positivo,
cualquiera que sea el valor de p # r; ademds, es fdcil comprobar que

lim p=r.

t—00

En el sistema original, esto viene a decir que el origen del sistema es un
punto de equilibrio inestable, el cual se encuentra rodeado por una dérbita
cerrada aislada (ciclo limite), que es tnica y estable. El ciclo limite es un
circulo de radio p(pu) = r cuyo dominio de atraccién es todo el plano, salvo el
origen que es un punto de equilibrio inestable. Todas las érbitas que empiezan
fuera o dentro del ciclo limite, excluyendo el origen, tienden a este ciclo
cuando t — oo. Este cambio de comportamiento al inestabilizarse el origen
y llegar a una oscilacién autosostenida es el tipico en una bifurcacién de Hopf
supercritica. La figura 1.5 presenta un par de trayectorias del sistema, una
que comienza dentro del ciclo limite y la otra en su exterior.

En el supuesto de que i < 0 es necesario distinguir los dos casos p, < r
y po > 1, es decir, que el punto inicial esté situado dentro o fuera del ciclo
limite. Si p, > r, es claro que el radicando del denominador siempre toma
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Figura 1.8: Origen estable. Existe ciclo limite inestable

valores positivos, con lo que la solucién existe para todo
cumple que

th p=0.

En cambio si p, > r la solucién sélo existe mientras
1 r?
t< —1 1-—=).
T2 Og( pi)
Ademads se cumple que

lim p = +o0.

t——00

t > 0 y ademés se

Esta situacién se corresponde con el hecho de que el origen es un punto
de equilibrio estable cuyo dominio de atraccién es el circulo centrado en el
mismo de radio r, y que este circulo es un ciclo limite inestable. La figura 1.8

adjunta representa dos soluciones de este caso.
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1.4.2. La forma normal de Poincaré.

Para esta seccién seguiremos el desarrollo que aparece en el Capitulo 3
de [3]. Consideremos el sistema dindmico bidimensional

i = f(z,y,p) (1.9)
) = Zj(l.aynu“)

del que suponemos que el origen del plano es un punto de equilibrio para todo
1. En el caso de que no fuese asi, sino que nuestro punto de equilibrio fuese
un punto genérico P = (zo(u), yo(p)), trasladariamos dicho punto al origen
del plano para hacer més sencillos los cédlculos posteriores. Para realizar esta
traslacion realizarfamos el siguiente cambio de variable:

r—xo(p) — =T+ x0(pt) — 4

X
= y—ylp) —y=y+yp —y=

@) 8)

Si sustituimos este cambio en el sistema original, obtendriamos

"= fu@ 7.0
= 9u(T, 7, 1),

8)

=2

cumpliéndose que en este sistema el origen del plano es un punto de equilibrio.

Volvamos a nuestro sistema (1.9) del que suponemos que el origen del
plano es un punto de equilibrio. Aceptemos ademds que la matriz jacobiana
del sistema en el origen, es decir, la matriz

[ £00,0,1)  £,(0,0, 1)
HO0.10 = 1250.00 1) 50,0,1)]

admite como valores propios un par de niimeros complejos conjugados «(p) £
iw(p), con

a(0) = 0,
a’(0) # 0,
W(O) = wqo > 0.

En este caso, mediante un simple cambio lineal de variables, la parte lineal
del sistema se puede reducir a la forma candénica real de Jordan, es decir,

= a(pwr —w(wy + filz,y. ), (1.10)
= w(u)x + a(ﬂ)y + f2(33a y?ﬂ')»
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donde las funciones f; y f2 recogen los términos de orden superior al primero.
Podemos reescribir dicho sistema en la forma

Tt =A(p)x + F(z,p), (1.11)

con A(p)x la parte lineal del sistema y F'(x, 1) la parte no lineal.
Si introducimos la variable compleja z, veremos ahora que el sistema
puede ser expresado para valores de || suficientemente pequeios como

2= ANpz+g(z, 2, pn), (1.12)

donde g = O(|z|*) es una funcién suave de (z, 2, y1). Asi, llamemos ¢(y1) € C?
a un autovector de A(yu) correspondiente al autovalor (1)

A(p)g(p) = Ap)a(p),

y p(p) € C? a un autovector de la matriz traspuesta AT([L) correspondiente
al autovalor ()

AT ()p(p) = Mp)p(p).

Dichos autovectores siempre se pueden escoger tal que queden normaliza-
dos, es decir, que

(p(p), q(p)) = 1,

donde (-, -) representa el producto escalar estandar en C2

(p,q) = P11 + D2qo.

Entonces, cualquier vector z € RZ?*puede ser representado de manera
univoca para valores pequenos de y como

x = 2q(p) + 2q(p),

donde z viene dado por la expresion

2= (p(p), ). (1.13)

En efecto, para verificar la expresién (1.13) nos basta con demostrar que el
producto escalar (p(u), g(un)) = 0.

y, por lo tanto,



Ahora bien, como A # ), ya que para todo valor suficientemente pe-
quenio de |u| tenemos que w(p) > 0, entonces la unica posibilidad es que

(p(p), q(pt)) = 0.

La variable z, usando (1.11) y (1.13), cumplira la ecuacién

2= Mp)z + (p(p), Fzq(p) + Zq(p), 1),

de manera que, si definimos

9(2, 2, 1) = (p(p), F'(2q(p) + 2q(1), 1),

llegamos a (1.12) como se afirmé anteriormente.
El desarrollo en serie de Taylor de la funcién g(z, z, 1) puede escribirse

en la forma )
= Z mgkl(ﬂ)zk[l?
k-+1>2

donde
8k+l

gri(p) = W(p(u)f (zq(p) + 2q(p), 1) R

para k+ 1> 2, donde k, [ =0.1, ...
Supuesto que p = 0, la funcién F'(x, ) de (1.11) estd representada por

F(z,0) = 1B(a:, T) + éC(m,x, z) 4+ O(||lz |,

2

donde B(z,y) y C(z,y,u) representan funciones vectoriales multilineales
simétricas de x,y, v € R2. Dichas funciones vienen dadas por las expresiones

Bla,y) = 22: [ Fi, O)L s i=1.2

2| g0,
2
DPE;(€,0) .
C(z,y,u) = { } Ty, = 1,2.
2 L9606:06 ],

Entonces,

B(zq + 24, 2q + 2q) = 2°B(q.q) + 222B(q,9) + 2 B(q, q),
donde ¢ = ¢(0), p = p(0), por lo que los coeficientes del desarrollo en serie

de Taylor gy, con k + [ = 2, de los términos cuadraticos de ¢(z, z,0) pueden
ser expresados por

90 = (p,B(g9),
g1 = (p, q
g2 = (0, B(q,9)).

Sy
=

)
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De manera similar podemos obtener que

g1 = (p,C(q,4,7))-

La ecuacién (1.12) se puede escribir entonces

Z=Az+ Z 'gklzz "+ 0(2Y,

2<k+l<3

donde A = A(u) = a(p) +iw(p), a(0) = 0, w(0) = wo > 0,y gi5 = gi(11)-
Ahora, es posible probar la existencia de un cambio no lineal de variable de

la forma
zZ=w+ Z

n=2

Z dklwwl] —w+T.0.S.

k+l=n

que reduce la ecuacién anterior a la expresion
W= w+ e |ww+ O (Jw]*) .

Para comprender la mecédnica de esta transformacién, consideremos el
cambio de variable inverso, que se puede escribir también en la forma

wzz%—i Z 5kl2kzl],

n=2 Lk+Il=n

sin m&s que invertir el desarrollo anterior. Derivando en ambos miembros de
esta expresién, se tiene

dw  dz dz dz
- = 5 k k=151 2~ l kzl-12"~ ]
dt dt+§[k§n ’“(Z a T w

Utilizando ahora la ecuacién diferencial (1.12), se puede escribir que
W o= Az+g(2,%2) +

+ Z Z Ok ()\nzkE_l + kM g(2,2) 1A F ! g(z,E))] ,
k+l=n

n=2

y si sustituimos ¢(z, z, 1) por su desarrollo en serie y ordenamos en potencias
crecientes de z y Z, se deduce que

w—/\z—l—Z(Sklz
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Cambiemos ahora z y Z por su expresion en términos de w y w y reordenemos
de nuevo. De esta forma se consigue expresar la derivada de w en términos
de las potencias de la propia w y su conjugada mediante un desarrollo de la

forma
W= Aw+z Z vklwkwl] .

n=2 Lk+Il=n

Si desarrollamos ahora los célculos pertinentes, y elegimos convenientemente
los coeficientes d;; que acttian a modo de pardmetros del cambio de variables,
se puede comprobar que se consigue que se anulen varios de los primeros
coeficientes 7,,;; concretamente, se puede obtener que

Yoo = 0, 711 =0, 72 =0,
Y30 = 0, 712=0, 753 =0.

De este modo, poniendo ¢; = 74, la ecuacién se puede reducir a

Z T w" @l] )

k+l=n

W = )\w+61w2@+z
n=4

que es de la forma antes indicada.

Si aceptamos la existencia de ese cambio de variable, es posible deducir
con relativa facilidad la expresion del coeficiente ¢; en términos de los coe-
ficientes gx; del desarrollo de la funcién g(z,z, ). Para simplificar, si repre-
sentamos el cambio de variable en la forma

2z =w+ ¢(w, W),

y derivamos ambos miembros de esta expresion, resulta la igualdad

dz  dw n 8q§dw+ 0¢ dw

dt dt  Owdt Owdt
Al sustituir las derivadas de z y w por sus expresiones y emplear el cambio
de variable realizado, la tltima ecuacion se escribe en la forma

A+ ¢(w,@)] + g (w + 6(w, @), @ + 6w, T))

= I+ cqw*w + O (|w|4) + ¢, (w0, W) [Mv + cyw*w + O (|w4m +
+¢p(w, W) [N + Gwtw + O (Ju?|)] =

= M+ Ay, (0, @) + Nogy(w, @) + c;w?@ + O (Jwl*) .
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La identificacién de los términos de primer grado de ambos miembros con-
duce a la igualdad trivial Aw = Aw. Igualando las respectivas sumas de los
términos de segundo grado, se obtiene la igualdad

)\(dgow2 -+ dllww + dOQF) + (gzo’w2 + gllww + QQQF) =
= /\w(2d20w + dnw) + X@(dnw + 2d02w>.

Identificando coeficientes de monomios del mismo grado resultan las expre-

siones p g p
20 11 02
dQOZT’ dn:T, 2= o5\
Procediendo de un modo semejante con los términos de tercer grado, se
obtiene la identidad

Mdsow?® + do1w?W + dipww? + dsg®) + 2gaow(dogw? + diy W + doyw?)

+g11 [w(dooW* + dwW + dopw?) + W(dagw® + diyw + doow?)] +

+2920W(dao®* + di1ww + doaw?) + gsow® + ga1w*W + graww” + gosw"*
= W + A\w(3dsow? + 2do1 W + dyyw?) +

FXW(dgyw? 4 2d 10w + 3dosT07).

Identificando los terminos de w?w en los dos miembros de esta igualdad, se
obtiene que

v = 2¢20d11 + 911(311 + dgo) + 2920302 + g1 — (A + X)dzy

Obsérvese que en la expresion de este coeficiente c; interviene el coeficiente
doy del cambio de variable, que —no estando sometido a restriccién alguna por
el resto de las identificaciones de coeficientes— se puede elegir arbitrariamente.
La eleccién maés sencilla es dy; = 0, con la que se obtiene

¢1 = 2ga0d11 + g11(din + dao) + 2go2doz + go1.

Sustituyendo las expresiones de los coeficientes dog , d11 y dpz2, antes obtenidas,

resulta _
20+ A 1 2 2
“="hF o + 5 lgnl”+ Y
En particular, que es el caso de interés para la bifurcacion de Hopf, si
A = iwy resulta la expresion

|902|2 + ga1

1 9 2 2
1= — ||lgul” + 5 lg02|” — 920911 | + g1
1wy 3
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1.4.3. Caracterizacién de la bifurcaciéon de Hopf en sis-
temas bidimensionales

Veremos ahora que con la informacién anterior ya tenemos todos los ele-
mentos para saber si la bifurcacién es subcritica o supercritica, es decir, para
caracterizar el tipo de bifurcaciéon de Hopf con la que nos encontramos.

Consideremos la ecuacién

dw : 2 4
—r = lalp) +iw(p)w + a(pw fwl” + O(juwl),
donde a(0) =0, y w(0) = wo > 0.
Supongamos que &/(0) # 0 y Re(c¢1(0)) # 0, entonces la ecuacién puede
ser transformada en la forma
du
=5 = B+iu+tsu lul”> + O(Jul"),
donde u es una nueva coordenada compleja, y 6, 3 son el nuevo tiempo y el
nuevo pardmetro respectivamente, y s = sign(Re(c;(0)) = £1.
Para conseguir dicha transformacién, en primer lugar se realiza un esca-
lado lineal de tiempo

T =w(p)t.

Al ser w(a) > 0 para |« suficientemente pequeno la direccién del tiempo
se conserva. Entonces, nos queda

dw

= B+ Do+ B(Bw ol + 0w,

donde

B = ﬁ(u):M

ci(a(f)
ki(B) = ——-
w(a(B))
La segunda transformacion consiste en una cambio de variable temporal
no lineal en la forma 6 = (7, #), de manera que

df = (14 e1(B) |w|*)dr,

con e1(f) = Im(di(3)). El resultado de aplicar dicho cambio de variable

temporal es

W — (5 iy + (Bl + O,

28



donde 1y (8) = Re(k1(8)) — Bex(8) es real, y

_ Re(a(0))

ll (0) w(())

(1.14)

Por 1ltimo, se realiza el cambio lineal de variable compleja

que es posible dado que Re(c1(0)) # 0y, por lo tanto, {1(0) # 0. La ecuacién
queda entonces

PRGN

con s = sign(l1(0)) = sign(Re(c1(0)), y donde a la funcién escalar 1,(0) se
la denomina primer coeficiente de Lyapunov. Este coeficiente, a la vista del
siguiente resultado, permite completar el andlisis.

Teorema (Cfr. Theorem 3.3, p. 98 de [3]). Supongamos que el sis-
tema de ecuaciones diferenciales bi-dimensional

ulul® +O(jul") = (B +i)u + sulul* + O(lu]),

dx
E:f(xnu)a :EGRZa /JJGRa

tiene, para el punto de equilibrio en v = 0 y para valores de |p| suficiente-
mente pequenos, los autovalores

Az = a(p) £ iw(p),
donde «(0) =0, w(0) = wy > 0. Si se cumple que

11(0) # 0, donde l; es el primer coeficiente de Liapunov,
a'(0) # 0, (condicion de transversalidad),

entonces el sistema puede ser expresado, mediante un cambio de variables,

i) = (1 5) () =iem () o s

donde el signo + 6 -. coincide con el signo de 11(0).
Ademsds, en la expresion (1.15) los términos de orden 4 pueden despre-
ciarse cuando nos movemos cerca del origen.
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Llegados a este punto ya poseemos todas las herramientas para caracteri-
zar una bifurcacién de Hopf, puesto que (1.15) es ya equivalente a la forma
canénica (1.3), donde p = (5, wg = 1, a = +1 (dependiendo del signo de
[1(0)) y b = 0 . En primer lugar se calcularia la forma normal de Poincaré,
para luego, una vez comprobado que se cumple la condicién de transversa-
lidad, calcular los coeficientes del desarrollo en serie de Taylor de la funcién
g(2, %, 1) necesarios para obtener el coeficiente c;(0). Este nos servira para
determinar el signo del primer coeficiente de Lyapunov [;(0) empleando la
expresion (1.14), el cual nos determinara el caracter de la bifurcacion.

En definitiva, si ;(0) es positivo, nos encontraremos con una bifurcacién
de Hopf subcritica, apariciendo un ciclo limite inestable para valores del
pardmetro en los que el punto de equilibrio es inestable. Si es negativo, la
bifurcacién de Hopf es supercritica, presentando un ciclo limite estable para
valores del pardmetro que inestabilizan el punto de equilibrio.
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Capitulo 2

Modelado del convertidor

2.1. Descripcién del circuito

Como ya hemos comentado, el circuito a estudiar se trata de un conver-
tidor boost cuya funcién es la de transformar una tensién de entrada continua
en otra de mayor valor, es decir, se trata de un elevador de tensién de con-
tinua.

L q2 + +

£ ql J c = Vc R % Vout

Figura 2.1: Circuito bésico de un convertidor boost.

Entre los elementos que conforman el circuito tenemos un transistor MOS-
FET que actiia como un conmutador controlado, cuyo estado estd represen-
tado por la variable ¢;, y un diodo, cuyo estado esta definido por la variable
¢2. A dichas variables les asignamos un valor cero si los elementos a los que
representan estdn en un estado de no conduccién, y un valor unidad si es-
tdan en estado de conduccién. Son pues, a priori, cuatro las combinaciones
distintas posibles.

Cuando tanto el transistor como el diodo estdn cortados la estructura
correspondiente la denominamos estado de no conduccién (NC) dado que
en dicha situacién la intensidad que circula por la bobina es nula. Por su
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parte, la carga R se encuentra alimentada por el condensador C el cual se
estd descargando sobre la misma.

rL

+ - i+
+
L C Ve

N R % Vout

rC

Figura 2.2: Estructura NC.

En el caso de que el transistor esté cerrado y el diodo abierto damos
el nombre a la estructura de estado de carga (C) debido a que la bobina
se encuentra almacenando energia de la fuente. Al igual que en el estado
anterior el condensador se encuentra descargandose a través de la resistencia
de carga.

1 rDS R % Vout

Figura 2.3: Estructura C.

Si el transistor se encuentra abierto y el diodo conduce decimos que el
convertidor se encuentra en el estado de descarga (D) al estar cediendo la
bobina su carga almacenada tanto al condensador como a la resistencia R.

La tltima de las combinaciones que en teorfa podria darse, que es aquella
en la que tanto el diodo como el transistor estdn conduciendo, no es viable.
Esto es asi porque cuando el transistor conduce, si despreciamos la resistencia
parésita del transistor rpg, la tensiéon en el anodo del diodo serd nula vy,
por tanto, menor que en el cdtodo si el condensador se encuentra con una
tensién positiva, cosa que ocurrird siempre, quedando el diodo polarizado
inversamente.
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rC

Figura 2.4: Estructura D.

¢1(MOSFET) | ¢2(diodo) | Estructura
0 0 NC
0 1 D
1 0 C
1 1 No viable

Durante su funcionamiento el convertidor boost, bajo un control adecuado
del transistor, cambiard de estado continuamente, de manera que toda la
energia que el condensador cede a la carga en la estructura C (y en su caso
en la NC) la recupere en la estructura D. A su vez, el tiempo de descarga del
condensador debe ser pequeno para que no haya un cambio significativo en
la tensién, pues el objetivo del circuito es mantener constante la tension de
salida. Por su parte, con la bobina debe suceder lo mismo, es decir, toda la
energia que pierde en la estructura D, debe recuperarla en el C. Mientras el
convertidor boost esté en este estado la intensidad que circula por la bobina
aumentara al estar almacenando energia de la fuente. Por el contrario, cuando
el convertidor se encuentre en la estructura D la intensidad por la bobina
disminuird al ceder energfa al condensador y a la carga, siendo su caida de
tensién negativa. Por tanto, el condensador quedard cargado a una tension
mayor que la de entrada. Se consigue entonces que la tensién a la salida del
convertidor sea mayor que ésta.

El valor medio de la intensidad que circula por la bobina dependerd de la
carga conectada, de tal manera que a mayor carga menor serd la intensidad.
Durante el tiempo que el convertidor permanece en la estructura D puede
suceder que, para un determinado valor de la carga, dicha intensidad llegue a
anularse, con lo que el diodo quedara cortado si el convertidor boost funciona
como debe, es decir, si la tensién a la salida es mayor que a la entrada.
Se alcanza entonces la estructura NC, de manera que i; no puede llegar
nunca a ser negativa. Cuando esto puede suceder, el convertidor trabaja en

33



el llamado modo de conduccién discontinua (discontinuous conduction mode,
que se suele abreviar por DCM), mientras que si la intensidad de la bobina
no se anula nunca el convertidor se encuentra funcionando en el modo de
conduccién continua (continuous conduction mode, que se suele abreviar por
CCM) y, en este caso, no se alcanza la estructura NC en ningtin momento. El
adjetivo discontinuo se usa aqui no en el sentido de funcién continua propio de
las matematicas, sino indicando solamente que la intensidad puede anularse.

Tenemos pues que en el modo CCM las tinicas transiciones posibles son
pasar de la estructura D a la C y viceversa, dado que son las tnicas es-
tructuras que se alcanzan. En el modo DCM la estructura NC se alcanza
solamente si la bobina se descarga hasta alcanzar su intensidad un valor nu-
lo, por lo que la tinica transicién posible que permite llegar a dicha estructura
es hacerlo desde la D, no habiendo otra posibilidad de cambio de estructura
desde la misma. En el momento en que desde D no se alcance la estructura
NC sino la C el modo de conduccién serfa el CCM y no el DCM  Una vez
alcanzada la estrutura NC hay dos posibilidades, que el transistor se cierre
de nuevo antes de que el condensador se descargue hasta una tensién igual
a la de entrada o no. En el primer caso, se pasard a la estructura C, y en
el segundo, se llegarfa a un instante en el que el diodo quedarfa poralizado
directamente, aquel en el que el condensador quede a una tensién menor que
la de la entrada, y se alcanza la estructura D aunque en una situacién en la
que inicialmente el condensador sigue descargandose.

2.2. Ecuaciones de estado

Nuestro objetivo ahora es obtener un modelo matemaético tinico que re-
coja todos los aspectos que hemos descrito hasta este momento. El resultado
es un sistema de ecuaciones diferenciales cuyas incégnitas son las variables
de estado que se asumen continuas y que denotamos como iy, (corriente de
la bobina) y v (tensién del condensador) y en el que aparecerd ademds
la variable discreta ¢; correspondiente al estado del transistor, y otra vari-
able discreta v que necesitaremos para poder incluir el modo DCM como
ya veremos mds adelante. A este tipo de modelos matemaéticos, en el que
se combinan variables continuas y discretas, se les conoce con el nombre de
sistemas hibridos o sistemas de estructura variable (VSS, en inglés).

Vamos a comenzar obteniendo el modelo para el modo CCM, dado que
a partir de él podemos obtener ficilmente el que recoja ambos modos de
conduccién. En este caso nunca pasamos por la estructura NC por lo que
comenzamos trabajando por separado con las estructuras D (¢ = 0) y C
(g1 = 1) aplicando las Leyes de Kirchoff para calcular las expresiones de las
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ecuaciones diferenciales de 77, y vco. Luego veremos como podemos recoger los

dos sistemas de ecuaciones en uno solo en funcién de la variable discreta g¢;.
Para la estructura D, si aplicamos las Leyes de Kirchoff sobre la malla de

la izquierda y sobre el nodo donde se conecta el condensador, tenemos que

_E+UTL +UL+VD0 + Vout = 07

c L — Tout-

donde E es la tensién de entrada, v,, la caida de tensién de la resistencia
pardsita de la bobina, vy, la caida de tensién en la bobina, Vp, la tensién um-
bral del diodo, v, la tensién de salida, i la intensidad por el condensador,
17, la intensidad por la bobina e 7,,; la intensidad a la salida.

Si tenemos en cuenta las siguientes relaciones

dig,
v, = L—
L dt )
Ur, = 7nLiLv
. dvc
ic = C—=,
¢ dt
. Vout
lout = R’
podemos llegar a las ecuaciones
dig,
L— = FE—rrir — Vb, — Vout,
Il LlL Do ¢
dUC . Vout
— = i — .
dt TR

Como el valor de Vp, es constante, s6lo necesitamos obtener la tensién de
salida v,,; en funcién de 77, y vo que son nuestras variables de estado. Para
conseguirlo volvemos a aplicar las Leyes de Kirchoff, esta vez en la malla de
la derecha. Asi obtenemos

. o Vout — VC
c = ;
rc
Vout — R(ZL - 'L.C')a

expresiones con las que operando podemos despejar la tension de salida.

TcR . R
ro + RZL + roc + RUC.
El sistema de ecuaciones diferenciales que modela a la estructura D re-
sulta, pues, ser el siguiente.

(2.1)

Vout =
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diL TCR . R

L— = FE—rpip —Vp, — — 2.2
dt Lt Do Tc -+ RZL Tc + RUC’ ( )
Cdvc R . 1
_ = 7 — Vo
dt rc+ R L re+ R ©

Para la estructura C, siguiendo un procedimiento andlogo, partimos de
estas ecuaciones.

dig,

L— = FE —rpi; —rpstr,
I LlL DS?L
dUC

C— = —iu
dt !

La primera de ellas ya se encuentra escrita completamente en funcién
de nuestras variables de estado. La segunda necesita que calculemos 7,,; en
funcién de la tensién del condensador y la intensidad de la bobina. Para ello
podemos usar las siguientes relaciones

Z. . Vout o UTC

out — - )
R rc

Vout = Vo + Ure -

Combinando ambas expresiones y operando obtenemos el valor buscado:

1
R+re

(YoR

Lout =

La estructura C tiene entonces como modelo el sistema de ecuaciones
diferenciales mostrado a continuacion.

di
L% = E —rpip —rpsir,
dUC 1
c=C = - .
dt R—i—?“cvc

Ahora es cuando debemos obtener un sistema de ecuaciones diferenciales
tnico que recoja a los dos anteriores introduciendo la variable discreta ¢;.
Sabiendo que dicha variable es nula para la estructura D y la unidad para la
estructura C, se puede comprobar facilmente que el siguiente modelo hibrido
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cumple con los requisitos que estamos buscando.

di reR | .
Ld_tL = F— [TL +qrps + (1 — QI)TCC:F R} ir
—(1—=aq1) | Vb, + r ) (2.3)
q1 Do ro + R Cl|» .
dUC R . 1
C—= = (1- — .
dt ( Ch)rc—l—RZL ro +RUC

A su vez, teniendo en cuenta el valor calculado (2.1) de v, para la
estructura D, y que para C

R
UOut:—/UC
rc+R 7’

se llega también a una inica expresion para la tensién de salida

TcR

re + R roc+ R

Con el fin de simplificar el modelo, es usual considerar que Vp, = 0 y que

la 1inica resistencia parasita que no es despreciable es la de la inductancia ry,.

De esta manera, la tensién de salida serfa igual a la tensién del condensador,
y el modelo queda

Vout = (]- - ql)iL + Ve

dig,

L% = E — TLiL — (1 — ql)l)c, (24)
dve vo )
O% = —E‘l‘(l—ql)ZL.

Para facilitar el anélisis del sistema obtenido lo mejor es proceder a su
adimensionalizacién, lo cual se consigue introduciendo en (2.3) los pardmetros



Por 1ltimo usaremos como variable discreta v = 1 — g1, que no es otra
que la complementaria de la variable ¢.
El sistema adimensionalizado viene dado por estas ecuaciones

T = 1—uy—bx (2.5)
= ur —ay

En este modelo se tiene que u € {0,1} y que x > 0 ey > 0 al ser la
intensidad de la bobina y la tensién en el condensador mayores que cero.

Ahora, para que el modelo pueda representar tanto el modo de conduccién
CCM como el DCM hay que tener en cuenta las ecuaciones correspondientes
al estructura NC. En dicho estado, la intensidad de la bobina es siempre nula
y ademads el condensador estard descargandose a través de la resistencia de
carga R, por lo que la ecuacién en y es la de una exponencial con una con-
stante de tiempo igual a —1/RC'. Teniendo en cuenta el cambio de variables
anterior las ecuaciones correspondientes a esta estructura quedan

z = 0,
y = —ay.

Para incluir esta dindmica en el modelo obtenido para el modo CCM
tenemos que recurrir a la introduccién de una nueva variable discreta v, a la
que asignamos los siguientes valores:

v = 0,si(x=0) & (y>1)
v = 1,sixz>0.
De esta forma el modelo que recoge tanto al modo de funcionamiento
CCM como el DCM resulta ser
r = (1—wuy—bx)v,
y = (ux)v—ay.
En efecto, cuando v = 0 el sistema se reduce al correspondiente al modo

NC y para v = 1 las ecuaciones que quedan son las obtenidas en primer lugar
cuando s6lo se tuvieron en cuenta las estructuras D y C.

2.3. Control del convertidor por modos de
deslizamiento

Una vez obtenido el modelo del sistema queremos disenar una ley de
control en modo de deslizamiento (Sliding Mode Control, abreviado en inglés
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como SMC) que cumpla con los objetivos de regular la tensién de salida a
un valor y = y, (donde y, es el valor deseado para la tensién de salida) y
que el sistema sea robusto frente a cambios en la carga, manteniéndose el
valor de la tensién de salida constante, minimizdndose ademds la respuesta
transitoria.

2.3.1. Estrategias posibles de control

A primera vista parecerfa que un control de la tensién de salida es el
adecuado para este tipo de circuitos en el que el objetivo es obtener un de-
terminado valor de la misma. En este caso, la funcién que define la superficie
de deslizamiento a considerar es

h(y) =y — va.

Si resolvemos las ecuaciones

h<y) = y_yd:07

= —
dt ’

la expresion del control equivalente que se obtiene es

" — aYd
eq T .
Sustituyéndo esta expresién junto con y = y4 en el modelo del circuito,
nos da como resultado la siguiente dindmica de deslizamiento

2
. ay
i

x

que resulta tener un tinico punto de equilibrio en z = a(y4)?. Este equilibrio
resulta ser inestable puesto que en él

dz 1

—=—2>0

dr  ay;
La consecuencia inmediata es que adoptar esta estrategia de control provo-
carfa la destruccién del circuito.

Para evitar este inconveniente se puede recurrir a una estrategia de control

de la corriente del circuito. Siguiendo un proceso andlogo al anterior definimos
como funcién que determina la superficie de deslizamiento h(x) = = — 7,
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donde T es el valor de la corriente en el punto de equilibrio.Si imponemos
ahora

llegamos a que
1—bz
Ueg = ——
Si asumimos b = 0, multiplicamos la primera de las ecuaciones de (2.5) por
r y la segunda por y y sumamos los resultados, resulta ser T = a(yg)?. La

dindmica de deslizamiento en este caso es pues

r = I= a(yd)27
.o & _ a(yd)2
y = ——ay=——— —ay,

Y Y
que tiene un punto de equilibrio en y = y,. Ahora este equilibrio ya resulta
estable puesto que '

@ =—-2a<0

dy

El problema de esta estrategia de control es que necesitamos conocer a

priori el valor de la carga que vamos a alimentar con el convertidor para poder
definir apropiadamente la superficie de deslizamiento, asi como el valor de 7,
cosa que no siempre ocurrird. Ademds, posibles perturbaciones en la carga
harfan variar nuestro punto de equilibrio. Por ejemplo, si hemos disenado el
control para un valor determinado de a y la carga cambia de manera que el
verdadero valor de dicho pardmetro pasa a ser a, la ecuacién diferencial de y
serfa

2
a
_ a(ya) 4
)
por lo que el punto de equilibrio quedaria desplazado,en particular su ver-

dadero valor seria
R a
Y=1/7Yd-
a

Concluimos entonces que el sistema no tiene entonces la robustez requeri-
da frente a perturbaciones en la resistencia de carga.

Para resolver este problema de falta de robustez anadimos un término
integral a la funcién que define la superficie de deslizamiento. Asi, definiendo
la nueva variable z = fot (y — ya)dT, emplearemos la funcién

Y

hz,z) =2 —x, + Kz,

40



para determinar la nueva estrategia de control, donde el valor de x, quedara
determinado una vez analizados los puntos de equilibrio que resultan de adop-
tar esta estrategia.

Al introducir la nueva variable z debemos ampliar el modelo del sistema,
con una nueva ecuacién que se corresponde con su derivada, quedando como
resultado el modelo tridimensional

t = (1—uy—bx)v,
uvxr — ay, (2.6)
z = Y — Ya,

con la ley de control

0, si h(z,2) <0,
= 1, si h(z,z) > 0.

Este sistema dindmino tridimensional de estructura variable constituye
el objeto de estudio de este proyecto. Debemos hacer notar que pertenece a
la clase de los llamados sistemas lineales a trozos (piecewise linear systems.
PWS), que forman parte de la clase més amplia de sistemas no suaves (non-
smooth), que estén siendo estudiados intensamente en la actualidad.

2.3.2. Implementacién fisica del control por modos de
deslizamiento

Una vez que hemos llegado a la conclusion de que la estrategia de control
idonea para el circuito que vamos a estudiar es aquella en la que hacemos un
control en corriente con un término integral, pasamos a detallar la manera
en la que dicha estrategia puede implementarse fisicamente en el circuito.
Seguiremos para tal fin las ideas expuestas en la tesis doctoral de Maria
Isabel Arteaga Orozco [2].

En la figura 2.5 se presenta un diagrama de bloques en el que quedan
recogidas las distintas partes que intervienen en el controlador. Se puede
observar que las senales que se requieren para la generacién de la superficie
de deslizamiento se toman del propio circuito, acondiciondndolas para que
tengan un valor apropiado.

Acondicionamiento de las senales

La primera senal que debemos medir y adaptar su valor para poder cons-
truir posteriormente la superficie de deslizamiento serd la corriente que circula
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Variables de estado o )
Acondicionamiento
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de variables
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histeresis la superficie

Figura 2.5: Diagrama de bloques del circuito correspondiente al controlador
en modos deslizantes a implementar.

por la bobina. Para ello, colocamos en serie con la bobina una resistencia de
valor muy pequeno Rg, por ejemplo de 0.025 ohmios, y amplificamos la caida
de tensiéon que se produce en ella mediante el circuito integrado INA139,
obteniéndose un valor proporcional a la corriente que pasa por la bobina.

Rs
' AAA COTTY H

Vee [
5

INA139
1 2 3

1
I
L_
T13T
I
1
" §
VA
<
g

Imedida

:

) -

Figura 2.6: Acondicionamiento de la senal de la intensidad que circula por la
bobina.

La otra senal que debemos acondicionar es la tensién de salida del circuito,
para asi poder calcular el término de la superficie de deslizamiento correspon-
diente a la integral de la diferencia entre el valor deseado de la tensién de
salida y el real. Para el valor deseado podemos usar como referencia el valor
de la tensién de entrada, dado que sabemos que el primero serd el segundo
multiplicado por el factor correspondiente a la amplificacién de tensiéon que
queremos obtener. Por tanto, para acondicionar el valor de la tensién de sali-
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da a la referencia del valor deseado debemos aplicarle la ganancia inversa que
el convertidor boost aplica a la tensién de entrada. Para ello podemos usar
un amplificador operacional configurado como amplificador inversor como el
que podemos observar en la figura 2.7.

Tension de salida
del convertidor R1

Tension acondicionada
invertida

Figura 2.7: Acondicionamiento de la tensién de salida.

Sabiendo que la ganancia de este circuito vienen dada por la expresién

debemos elegir los valores apropiados de las resistencias para obtener el valor
—1 / Yd.

El siguiente paso a realizar serd obtener la diferencia entre los valores
deseado y real de la tension de salida, para lo cual emplearemos de nuevo un
amplificador operacional configurado como circuito sumador de la manera
que podemos observar en la figura 2.8.

_yd

VAAA
R

Tension de entrada (y) AAA
R

+\L -(y-yd)
A

—

— VE

Figura 2.8: Diferencia de las tensiones de salida deseada y real.
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Para terminar con la obtencién del término integral se configura una vez
m&s un amplificador operacional configurado como circuito integrador, el

C
11
1
\VC
y-yd AR \*I
R +
Integral
7?(1 g
L -
- VE

Figura 2.9: Obtencién del término integral.

cual tiene una ganancia de —1/RC, por lo que habra que elegir los valores
de Ry C adecuados para que la senal correspondiente al término integral de
la superficie de deslizamiento esté correctamente acondicionada, teniendo en
cuenta el valor del pardmetro K que queremos implementar.

Referencia de intensidad

Para poder obtener la superficie de deslizamiento necesitamos una senal
que haga el papel de referencia de intensidad correspondiente al termino de
la intensidad en el punto de equilibrio que circula por la bobina. El circuito
que provea dicha referencia debe caracterizarse por su estabilidad y por su
bajo consumo. Para ello se toma la configuracién de la figura 2.10.

Este circuito se trata de un estabilizador de tensién utilizado para obten-
ter referencias de tensién con bajo nivel de intensidad a la salida, donde el
potenciometro R3 se utiliza para ajustar correctamente el valor de I,.;. La
tensién Vy; se puede obtener mediante el regulador LM7808 con la configu-
racién de la figura 2.11.

El tdltimo paso antes de implementar el circuito que nos proporcionara
la superficie de deslizamiento es restar la referencia de corriente I,.; y el
término integral, utililizando un amplificador operacional configurado como
circuito restador tal y como observamos en la figura 2.12, tomando R, = R,
para no introducir ninguna ganancia.
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Figura 2.10: Referencia de intensidad.

Implementacién de la superficie de deslizamiento

Para implementar la superficie de deslizamiento se utiliza un comparador
con histéresis cuyas entradas serdn la intensidad que hemos medido que cir-
cula por la bobina y la senal obtenida en la figura 2.12. La configuracion del
circuito correspondiente a este comparador es la de la figura 2.13. En el mis-
mo, el potenciémetro se usa para ajustar el ciclo de histéresis. Por su parte,
la senal de salida debe ser un valor apropiado para polarizar el transistor del
convertidor.

2.4. Analisis de los equilibrios

Vamos a buscar ahora los posibles puntos de equilibrio natural de dicho
sistema. Dependiendo del modo de conduccién en el que esté funcionando el
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Figura 2.11: Tensién V,; proporcionada por el integrado LM7808.

convertidor, nos podemos encontrar con que la condicién v = 1 se verifique
siempre (si estamos en el modo CCM), o bien que v = 0 en ciertos instantes
(cuando se alcance la estructura NC) si trabajamos en el modo DCM. En
este 1ltimo caso, cuando v se anula, el sistema se reduce a

z = 0,
= —ay,
z = Y — Ya,
y no hay ningin punto de equilibrio, pues y; # 0. Consideramos pues, a
partir de ahora, que v = 1.

Segiin la ley de control se tiene que u = 1 si h(z,y) > 0. En dicho caso,
las ecuaciones del sistema quedan

= 1—y—bx, (2.7)
= z—ay,
Z = Y=Y

Igualando a cero las tres expresiones y despejando, se obtiene el siguiente
posible punto de equilibrio

~ a
T _—

1+ ab’
o
Y = 15a
z = Z.

donde Z es cualquier valor arbitrario y ademés se debe tener iy = y4. Es claro
que y < 1 al ser a y b valores positivos y debido a que para el convertidor boost
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Integral wY \*L
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[ref-Kz
R1 - X1
Iref VA * _NE

%R2

Figura 2.12: Circuito que resta la senal de referencia de intensidad y la senal
del término integral.

siempre se tiene que y, > 1,las condiciones anteriores no son compatibles y
no aparece ningin equilibrio cuando h(x,y) > 0.

Nos queda entonces el caso h(z,y) < 0, en el que u = 0, y resulta el
sistema

r = 1-—bx,
= —ay,
zZ = Y- Y

que es claramente incompatible, pues en el posible punto de equilibrio se
tiene que y = 0, por lo que tampoco hay equilibrio.

Concluimos entonces que los tinicos comportamientos en régimen perma-
nente o estacionario serdn debidos a la existencia de pseudo-equilibrios en
la superficie de deslizamiento. Para comprobarlo hay que obtener primero la
expresion de u., que sustituida en las ecuaciones de nuestro sistema determi-
na la dindmica de deslizamiento del mismo. Para ello en primer lugar debe
ocurrir que en los puntos con

h(zx,z) =0,
se satisfaga la condicién de invarianza
dh
($7 Z) — 07
dt
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Figura 2.13: Comparador con histéresis utilizado para implementar el com-
parador con histeresis.

o lo que es lo mismo

r—x,+ Kz = 0,
l—uy—br+ K(y—wya) = 0.

Operamos con dichas expresiones y se despeja el valor de u.,, que resulta
ser

. l-br+K(y—wya) 1—bx,+ K(y+bz—ya)
eq — -
) Y

Sustituyendo este valor en (2.6) con v = 1, la dindmica de deslizamiento
queda, entonces, como sigue

T = _K(y_yd)7

. i Jf2 X

y = —ay+——b—+ Ky —ya)—, (2.8)
Yy Y Y

Z = Y—Ya

Si igualamos a cero los miembros de la derecha obtenemos que en los
posibles valores de equilibrio se debe cumplir

'g:ydv
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y para T se llega que debe verificar la condicién
br? — x + ay® = 0. (2.9)

Si b= 0 el termino cuadrético desaparece, y

f:agf.

y si elejimos x, = T entonces Z serd nulo.
En el caso de que b # 0

1 \/1— daby?
— —%“ Ya (2.10)

debiéndose cumplir que el radicando sea positivo, es decir, que

T4

1 — daby; > 0.

El valor deseado para la tension estd también entonces acotado superior-
mente, quedando restringido al intervalo

1
1< <\ —.
Ya 4ab

De nuevo, si elegimos z* = z_ se obtiene tras imponer h(z,z) = 0 que
z=0.

Se puede ver, pues, que cuando b no se anula existen dos puntos de equi-
librio, mientras que cuando si lo hace sélo existe uno. Para determinar su

estabilidad proyectamos el sistema (2.7) sobre el plano (z,y) y calculamos la
matriz jacobiana

J = ; -
(z,y) = L1—2bw+ K(y —ya)] —a+ 5(—z+ba®+ Kayy) )

que para los puntos de equilibrio queda

J(z,7) = ! -
(Z,79) = 11 —2b7] —a+ L(-7+b2° + Kzp) )

Las condiciones de estabilidad se traducen en que el determinante de la
matriz jacobiana evaluada en el punto de equilibrio debe ser positivo, y la
traza debe ser negativa. Ambos estdn expresados por

K
d(J) = —(1—2b7),
Y

1
t(J) = —a+ ?(—i +b7? + K77).
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De la condicién para el determinante tenemos que sélo se tiene estabilidad

si
K 1 —_2b:?:

Yy

que se satisface trivialmente cuando b =0 si K > 0.
Cuando b > 0, como 7 e y son cantidades positivas, la condicién se cumple

>0

si

K > 0,
_ 1
T 55

La segunda expresién pone de manifiesto que, por ejemplo, el punto de
equilibrio correspondiente a la solucién con signo menos de (2.10) puede ser
estable, ya que

1 —4ab(yq)? < 1,

al ser a y b cantidades positivas. Por esta misma razén, la solucién con signo
mads siempre es inestable. La condicién para la traza, por su parte, exige que
_ ay? —bx*+7  2ay

K

zy z

donde hempos usado (2.9).Uniendo todas las condiciones, la estabilidad de
los puntos de equilibrio cuando b = 0 exige las desigualdades

ay? —bx* +  2ay

0 < K< — = —,
Ty x
: < 1
x JE—
20’

mientras que para el caso b = 0 nos basta con la primera desigualdad.
Si sustituimos en cada caso los posibles valores de equilibrio, llegamos a
las siguientes condiciones. Para el caso b = 0 nos queda

2
0< K< -
Yy

donde hemos tenido en cuenta que Z = aj?. Para el caso b # 0, ya hemos
indicado que sélo puede ser estable el equilibrio Z_, que cumple siempre la
segunda de las desigualdades, y para la primera se obtiene

20y 1+ +/1— 4aby?
0< K< W _ * - ay,
Yy

T_
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tras unas sencillas manipulaciones algebraicas.

Es importante hacer notar que si se violan estas condiciones, bien por
cuestiones de diseno, bien por variaciones en la carga, hemos de esperar
comportamientos indeseados. En particular, las condiciones Ky = 2 (cuando

b=0)y
Ky =1++/1—4abip, (2.11)

cuando b # 0 deben estar asociadas a la aparicién de bifurcaciones. Dejaremos
constancia para futuras referencias que en el caso b # 0, la condicién de
bifurcacién estd asociada al valor

2K

_— 2.12
K? 4 4ab’ ( )

g:

que se obtiene sin mds que resolver la ecuacién (2.11).

2.5. Dominio de deslizamiento

Para obtener una visién global de la dindmica de nuestro modelo, en esta
seccién haremos explicitos los conceptos introducidos anteriormente relativos
al dominio de deslizamiento. Dadas las ecuaciones del sistema, definimos los
campos vectoriales

(1 —br —y
fOy) = | z—ay |,
| Y —Yd
[1— bx
fPy) = | —ay |,
Y —Ya

donde fM(x,y) se corresponde con las ecuaciones para v = 1 (h > 0), y
f@(z,y) para u =0 (h < 0).
De la expresion del plano de deslizamiento se tiene

vh=(1,0,K),

de manera que el dominio de deslizamiento sera la regién del plano h = 0
donde se cumplen las restricciones

(Vh, fD(z,y)) < 0,
(Vh, fP(z,y)) > 0

Y
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es decir, cuando ambos campos vectoriales empujen hacia el plano. Entonces,
las é6rbitas del sistema no abandonan el plano de deslizamiento permanecien-
do en él deslizandose sobre el mismo.

En nuestro caso, las restricciones a las que se llegan son

I —br—y+ Ky—y) < 0,
1—bx+K(@y—uys) > 0.

Si despejamos y, finalmente se obtiene

b Kyd—l

2.1
y<K—1$+K—1’ (2.13)
b Kyd—l
— _— 2.14
y > Kx—i— 7 (2.14)

Al observar los denominadores de (2.13) se puede ver que hay que distin-
guir tres casos distintos segin sea el valor de K.

Aparte, es importante comprobar si los puntos de equilibrio pertenecen o
no al dominio de deslizamiento. Para poder analizarlo facilmente necesitamos
determinar el lugar geométrico definido por los posibles puntos de equilibrio
del sistema, el cual podemos obtener a partir de la expresiéon

b +ay? —x =0,

que ya vimos anteriormente que se verifica en el equilibrio. Si operamos con
ella, se llega a que el lugar geometrico que buscamos es

132 2

x__

( 12b) + 7 =1,
452 4ab

que se trata de una elipse centrada en z = 1/2b,y = 0 y de semiejes de
longitud 1/2b paralelo al eje = y 1/(2v/ab) paralelo al eje y.

A modo de ejemplo, vamos a representar graficamente el dominio de
deslizamiento del sistema resultante para el circuito constituido por los sigu-
ientes elementos

L = 2mH,
rp = 1,9,
C = 10uF,
R = 509,

que presenta los siguientes valores adimensionales

= 0,2828,
b = 0,1061.
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Si a este circuito le pedimos que aumente la tensién tal que resulte una
yq = 1,33, los valores de equilibrio de la intensidad de la bobina son

. = 0,53,
T, = 8,90,

con un valor critico de la ganancia

K, = 1,42.

2.5.1. Caso K >1

Para valores de K mayores que la unidad los denominadores de (2.13)
son positivos, asi como los numeradores de los términos independientes de
ambas restricciones, al ser también y; > 1. Por otro lado, se cumple que

Kyd—l > Kyd—l

K—-1 K 7
b b
K-1 K

Vemos entonces que, si proyectamos sobre el plano (z,y), la frontera del
dominio de deslizamiento queda definida por dos rectas cuyos cortes con
el eje y se producen en el semieje positivo. Ademads, la recta que delimita
superiormente la region, que es

b Kyd—l
K 1" T k-1

tiene una pendiente mayor que la recta que define el limite inferior,

y:

. b K Yd — 1
y=7%" + K

por lo que el corte de ambas no se produciré en el semiplano positivo, que es
nuestra regién permitida.

Para comprobar si los puntos de equilibrio pertenecen o no al dominio de
deslizamiento, dado que
K Yd — 1

K-1"~

tendremos que sustituir el valor y = y4 en la recta que define el limite inferior
y ver qué valor de x se despeja. Si lo hacemos, se obtiene
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que se trata de uno de los puntos de corte de la elipse de los puntos de
equilibrio con el eje z. Esto quiere decir que ambos puntos de equilibrio,
tanto el inestable como el estable, caen dentro de la regién de deslizamiento.

Para dejar més claro todo lo expuesto hasta aqui, representamos gréfica-
mente el dominio de deslizamiento para un valor de K = 1,5 y los valores de
los pardmetros que tomamos anteriormente para nuestro sistema.

4.5

3.5 b

Elipse de referencia.

2.5

2 Dominio de deslizamiento.

Equilibrio inestable, (1/b,y d)

150 Equilibrio estable.

0.5 | 2

Figura 2.14: Dominio de deslizamiento para K = 1,5.

2.5.2. Caso K =1

Cuando K es exactamente la unidad, las restricciones (2.13) y (2.14)
quedan tranformadas en

0 < bx+ys—1,
y > br+ygs—1.

La primera de las restricciones se cumple siempre al ser y; > 1 y tanto
b como x ser cantidades positivas. La segunda define una recta que delimita
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inferiormente el dominio de deslizamiento. Si en ella hacemos y = y,, de

nuevo obtenemos que x = 1/b, por lo que los puntos de equilibrio estén
dentro del dominio de deslizamiento.

Elipse de referencia.

2.5

Dominio de deslizamiento.

150 Equilibrio estable Eq“i”W' (1/b,y d)|

0.5 Frontera del dominio de deslizamiento.

Figura 2.15: Dominio de deslizamiento para K = 1.

2.5.3. Caso K <1

Si K resulta ser una cantidad menor que la unidad en primer lugar vemos
que el signo de la desigualdad (2.13) cambia de sentido, dado que al despejar
y habremos tenido que multiplicar por la cantidad negativa K — 1. Por este

motiva, resulta que ahora, la pareja de restricciones que definen el dominio
de deslizamiento es

b Kyd—l
2.1
y > K_la:—l— 1 (2.15)
b K’yd—1
— _— 2.1
y > Kx—f— I (2.16)
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Por su parte, el numerador del término independiente de ambas expre-
siones cambia ahora de signo para un valor de K = 1/y,. Hay entonces que
distinguir entre otros tres subcasos.

Caso K > 1/y,

La expresion Ky, — 1 es positiva en este caso, y el término independiente
de la restriccion (2.15) negativo, asi como la pendiente de la recta que define.
Por tanto, ésta se encontrard en la parte negativa del eje y cumpliéndose
entoncés dicha restriccién para todo valor de y positivo.

Para la restriccién (2.16) tenemos que define una recta que delimita in-
feriormente la regién de deslizamiento. Haciendo y = y4 en dicha recta, una
vez mas resulta que x = 1/b, y los puntos de equilibrio estardn en la regién
de deslizamiento.

3 T T

Elipse de referencia.

Equilibrio estable Dominio de deslizamiento. Equilibrio inest

Frontera del dominio de deslizamiento.

Figura 2.16: Dominio de deslizamiento para K = 0,8.
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Caso K = 1/yq4

Los términos independientes de ambas restricciones serdn ahora nulos,
cortdndose las rectas que definen en el origen, una con pendiente negativa,
la (2.15), y otra con pendiente positiva, la (2.16).

Se trata pues este caso de uno anélogo al anterior pero con la recta frontera
partiendo del origen.

3

Elipse de referencia},././“/
2.5 ,/'/// N N

2F
Dominio de deslizamiento. (1/b,yd)
/ N\
/ Equilibrio estable. Equilibrio inestable
1.5+ \ B

0.5 A

-0.5 - b

1.5 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 2.17: Dominio de deslizamiento para K = 1/y; = 0,7519.

Caso K < 1/y,

En este tltimo caso, el signo de los términos independientes se invierte,
es decir, ahora la recta definida por (2.15) corta al eje y en su parte positiva
siendo su pendiente negativa, y la recta definida por (2.16) en su zona neg-
ativa siendo su pendiente positiva. Ambas rectas se cortardn entonces en un
punto que, en principio, podria pertenecer al semiplano positivo. Si hacemos

b Ky, —1 b Ky;—1
Yd _ i Yd

K 1"T k-1 K K
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despejando se tiene que
1— Kyd
r=—.

b

Si sustituimos dicho valor de = en las expresiones de las rectas vemos que
en ambas se llega a que y = 0, por lo que el punto de corte se encuentra justo
en el eje x.

La regién de deslizamiento estd pues limitada inferiormente por la restric-
ci6én (2.15) para un valor de z inferior al obtenido, y por la restriccién (2.16)
para un valor de x superior.

Para terminar este apartado, teniendo en cuenta que el punto de corte
de la recta definida por (2.15) con el eje y es menor que el valor de y4, para
saber si los puntos de equilibrio estdn el el dominio de deslizamiento hay
que sustituir y = y, en la recta definida por (2.16), obteniéndose el mismo
resultado que para todos los casos anteriores.

3 T
. . — //)r‘\\\\\\\\
Elipse de referencia. _— .
y N
2+ Dominio de deslizamiento.
. N (Ubyd)
/ Equilibrio estable. Equilibrio inestakle
1.5 L /// \\\
L \
‘/ \
1t/ \
// \\
/ \
Frontera del dominio de deslizamiento \\
054
| |
0
-0.5 -
1 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 2.18: Dominio de deslizamiento para K = 0,5.
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Capitulo 3

Analisis de la bifurcacion

3.1. Introduccion

Una vez que hemos establecido cual es la estrategia de control a seguir,
obtenido las ecuaciones matemadticas que modelan el circuito controlado y
extraido de ellas toda la informacién correspondiente en cuanto a las condi-
ciones que se deben cumplir para que se pueda alcanzar un equilibrio estable,
es el momento de comenzar a analizar cudl va ser el comportamiento del cir-
cuito frente a variaciones del pardmetro K.

En concreto, hemos hecho notar que cuando se cumpla la relacién (2.12)
se producird un fenémeno bifurcativo cuya primera consecuencia es la per-
dida de estabilidad del pseudo-equilibrio para valores de K mayores al valor
critico. Comenzaremos pues caracterizando el tipo de bifurcacién que nos
encontramos para dicho valor de K.

En primer lugar, teniendo en cuenta que dicha bifurcacién se producird
cuando el sistema se encuentre en modo deslizante, es decir, sobre la superfi-
cie del plano de deslizamiento, para llevar a cabo el estudio de la bifurcacién
podemos considerar las ecuaciones obtenidas para la dindmica de desliza-
miento (2.8). Ademads, podemos proyectar las ecuaciones sobre el plano (z, y),
lo que en la préactica nos lleva a tomar tnicamente las ecuaciones siguientes

T = _K(y_yd>7

. xXr .I2 xXr
io= —ay+ b Ky -
Yy Y Y

En la segunda de las ecuaciones anteriores vemos que hay términos que
tienen el denominador igual a la variable y. Para simplificar y obtener un
sistema polinomial, podemos trabajar con el sistema equivalente que resulta
de multiplicar el segundo miembro de ambas ecuaciones por dicha variable,
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lo cual es admisible siempre que y > 0, y equivale a hacer el cambio

d d
ar ~ Var
o lo que es lo mismo
T = yt.
El resultado es

i = —Ky(y—ya),
] = —ay®+ 1 —br?+ K(y —yq)r.

El comportamiento de estas dos ecuaciones es el mismo que el de las
anteriores con la salvedad de que hemos incluido un equilibrio artificial en
el origen como consecuencia del cambio de variable realizado. En cualquier
caso insistimos en que nos interesa sélo la regién con y > 0. El siguiente
paso es precisamente hacer una traslacién para llevar nuestro equilibrio real
al origen, lo cual se consigue realizando el cambio de variable

SH
|

T —T_,

Y —Yd-

<
|

y nuestras ecuaciones serdn de interés para y > —yg.
Si tenemos en cuenta que en el equilibrio se cumple (2.9), el sistema de
ecuaciones, tras una serie de sencillas manipulaciones, finalmente queda

& = —Ky(y+ya), (3.1)
' (1 —2b2)x + (KT — 2ayq)y + Kzy — ba® — ay?,

donde se ha obviado el simbolo de las variables Z e g, asi como el subindice de
Z_, dado que a partir de ahora consideraremos siempre tinicamente el punto
de pseudo-equilibrio de los dos existentes con posibilidades de ser estable.

3.2. Caracterizacion de la bifurcacion

Estamos ya en condiciones de poder aplicar el procedimiento detallado
en el primer capitulo de este proyecto para caracterizar el tipo de bifurcaciéon
asociado al valor critico K. del pardmetro K. En primer lugar, calculamos
la matriz jacobiana en el punto de equilibrio y comprobaremos que los auto-
valores de la misma son un par de complejos conjugados, lo que nos indicara
que posiblemente nos encontramos ante una bifurcaciéon de Hopf.

60



El jacobiano del sistema diferencial (3.1) es

() = 0 KQyty) |
Y —2bx + Ky +1—-2bx Kz —2ays+ Kz —2ay| ’

que en el origen (punto de equilibrio) queda

J(0,0) = [1 —2br Kz — 2ayd] B [1 —2bz (K — Kc)} '

Dicha matriz tiene como ecuacidén caracteristica

‘ - ~EKya ‘ — ANE(K — K.) = \) + Kya(1 — 2b7) =

1—-2bx Kx —2ay; — A
= N+ 3(K, — K)\+ Kyg(1 — 2b7) = 0,

cuyas soluciones son

VL KK+ VI(K — K.)? —4Ky,(1 — 2bz)
fr— 2 -

_ KK \/(E(K — K)o g1 — o).

2 2

Si para simplificar introducimos la notacién

i‘(K — Kc)
2 )

=V Kyd<1 - 261_:)7
A=t/ p2— B2

Si damos a K el valor critico donde se produce la bifurcacién, es evidente
que el valor de p se anula, mientras que el valor de 5% obviamente es positivo.
Se tiene entonces que

A= a(p) £iw(p) = pEiy/f° — 2,

y nos encontramos con una posible bifurcacién de Hopf cuyo cardcter debe-
mos determinar ahora.

Procederemos entonces a pasar el sistema a la forma canénica de Jordan.
Para ello, primero calculamos el autovector de uno de los autovalores de la

resulta
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matriz jacobiana, por ejemplo el de Ay = p + iw(p), para lo cual resolvemos
el sistema de ecuaciones siguiente

e 2l BT
donde § = Ky,

Queddndonos con la primera ecuacién y haciendo v; = 1 nos queda

1
U= | —p—iw(p) | -
5

A partir de dicho autovector se obtiene la matriz de cambio de base que
nos transforma el sistema a su forma canonica como sigue

. {1} .[ 0}
Vo= D= W2= | _p| V] ew|:
d 1
1 0
P = [p1 pf :[ W(u)]'

La matriz inversa de P es
1 0
P = {L L} :
wp)  wp)

Realizando entonces el cambio de variable

y L I b By

las ecuaciones del sistema quedan

B R I R e R R

donde A(u) es la matriz de la parte lineal y las funciones f(X,Y) y g(X,Y)
recogen la parte no lineal de las ecuaciones (3.1) una vez que hemos sustituido
en las originales los siguientes valores

1,2 — X2,
w(p)
= —ZX?4+ 22 XY,
2 2
2
;= % X2 +WE;;) v _ M;UQ(M) Xy,
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resultantes de aplicar el cambio de variables anterior a los términos cuadrati-
cos. Se obtiene que

2
s w(p)? 2, 21(p)
f(X)Y) = 5de 500 LYy 5. Xy,
2 2
0y = () e Wy () Sl
d Y J 0 Yd

Las funciones FI(X,Y) y G(X,Y) recogen los términos no lineales que final-
mente resultan de multiplicar por la izquierda por la matriz P~

FXY) = f(XY)= W W) 20w() ooy

’ 5yd 0Yd 0Ya ’
) T ap’ S bd
GX,Y) = 2 rx.v)+ 2 gxX,Y) = (- _ N
XY) = S/ G = Cant T el T sow
2% 2 5
+(—w§zi”—aw§“))Y2+(—6Zd+—§“ XY

Por su parte, la parte lineal del sistema queda

] - oo ] - 552

y el sistema en su forma canénica toma la forma

5yd 5yd 0Yd

3 2
. I ap O bo
Y = w)X +pY + (- f— - -
XA+ ot ™ 5o~ Sl W)
wp aw(p), o 2p*  2ap 0
- V24 (4 2 )XY
0Yd d ) (5yd 0 yd)

+(—

Para proseguir con la caracterizacion de la bifurcacién de Hopf nos intere-
sa sustituir el valor critico del pardmetro en las ecuaciones anteriores, que se
corresponde con p = 0, con lo que obtenemos como resultado

. B8,
X = -pY - —=Y7,
Ky? b
. bd
Y = BX - —=X?— 5 —X Y,
B I Ya

donde los pardmetros 3,9 deben evaluarse para el valor critico de K = K..
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La condicién de transversalidad se cumple al ser a(0) = p y, por lo tanto
a/(0) = 1 # 0 para todo p.

Podemos continuar pues calculando los autovectores por la derecha y por
la izquierda de la matriz

para p =10

Ag = A(0) = [0 d

donde se ha tenido en cuenta que

AUq = )\(O)qa
Ajp = =X0)p.

De la primera expresién se obtiene

—Qq2 = iQ17
G = g,

171
175 i)
Si operamos andlogamente con la segunda expresién el autovector p queda
|1

El motivo por el cual se ha introducido el factor de 1/2 en el vector ¢ es
conseguir que el problema quede normalizado, es decir

de donde se llega a que

(p,q) = 1.

Procedemos ahora a calcular el coeficiente ¢;(0) cuyo signo de la parte
real determinara el cardcter de la bifurcacién de Hopf que presenta el sistema.
Dicho coeficiente, como ya hemos visto, viene expresado por

7

1 g21
c1(0) = %0 <920911 —2 |911|2 ~ 3 |902|2) + 5
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En nuestro caso no tenemos términos cibicos, por lo que go; = 0. Ademas,
solo nos interesa la parte real del coeficiente:

7 1
Re(c1(0)) = Re (EQQOQH> = Y (Re(g20) Im(g11) + Im(go0) Re(g11)) -
0
(3.2)
Pasamos entonces a calcular los coeficientes

90 = (p,B(g,q) = Bi(g,q) +iBa(q,q),
gu = (p,B(¢,9) = Bi(q,q) +1iBa(q,q),

donde
Bi(q,q) = ;L[L—i] _8 5@2] {_12} = %;7
By(q,q) = i[la—ﬂ ??jé —%B] [_12} = 5(? - % —i% 7
Bied) = 41, 505] =
Big.n) = (1.1 T _5] R

Con esto se tiene que

ey,
g0 = 20yq  2yaq

B Li(_aB b
= o5 2\ T B )
Si sustituimos en (3.2) el resultado es
1
Re(c1(0)) = —55—(2a8* + b5* + a%6%).
e(C]_( )) 8/6262yd( aﬂ Clﬂ )

Al ser todos los coeficientes positivos resulta claro que
Re(c1(0)) > 0,

por lo que el tipo de bifurcacién de Hopf que presenta el sistema es subcritica,
apareciendo un ciclo inestable que delimita la regiéon de atracciéon del punto
de equilibrio antes de alcanzar el valor de la bifurcacién.
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Capitulo 4

Simulaciones y conclusiones

Para corroborar los resultados obtenidos y obtener algunas implicaciones
practicas vamos a realizar varias simulaciones para ciertos valores de los
pardmetros del circuito. Comprobaremos, en primer lugar, la existencia del
ciclo limite inestable para valores de K inferiores al valor critico y cémo el
punto de equilibrio se vuelve inestable cuando superamos dicho valor.

Si consideramos los siguentes valores tipicos para los elementos que com-
ponen el circuito

L = 2000 uH,
C = 100 uF.,
rp = 0,259,
R = 209,

los parametros adimensionalizados resultan
a = 0,22,
b = 0,06.

La intensidad en el punto de equilibrio y el valor de bifurcacién del
parametro K serdn en este caso

. = 040,
K = 146.

Por su parte, los valores normalizados correspondientes a las condiciones
iniciales del circuito son

r = 0, (4.1)

Y
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Ademis, vamos a considerar que la tensién de entrada es de 9V y a la sali-
da de 12V, por lo que y4 = 1,33. Para poder comprobar la existencia del ciclo
limite inestable, y ver que efectivamente estamos ante la presencia de una
bifurcacién de Hopf subcritica, simulamos realizando una integracién hacia
atras partiendo de unas condiciones iniciales cercanas al punto de equilibrio,
que si se usan las ecuaciones (3.1) resulta ser el origen una vez que se ha
realizado la translacién correspondiente, y tomando un valor del pardmetro
K menor al critico, por ejemplo K = 1,42.

Eje y anterior a la traslacion Eje y trasladado

13

’/ﬁe x trasladado

09

06

(

033

Eje x anterior a la traslacién

EEEREENE INRENREERI RN RRRRRENE ARRRREREEE AN REEN] ANSRNERER] ARRRRSRRTI ANS R RNRE ANNRRNRREL RN
01 02 03 04 05 06 07 08 09

ETEETEETI SRRNRERET
01

TTTTTTTTITTTTT

Figura 4.1: Ciclo limite para K = 1,42. Se encuentra completamente dentro
de la region permitida.

Hay que recordar que la zona donde = < 0 para los ejes originales no es
alcanzable dado que la intensidad por la bobina nunca llega a ser negativa.
Dado que el tamano del ciclo limite serd mayor cuanto menor sea el valor
del pardametro K, podemos considerar aproximadamente que el valor minimo
para que el ciclo limite completo esté dentro de la regién permitida es el que
hemos tomado para la simulacién de la figura 4.1. Si tenemos cualquier otro
valor méds pequeno, parte del ciclo estarfa en la regién donde =z < 0, tal y
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como se observa en la figura 4.2.

Eje y anterior a la traslacion Eje y trasladado

243
21

18

|

Eje x trasladado

09

06

033

Eje x anterior a la traslacion

EEENEEETI ANETENEET
01

NEETREEE RN TRNE SRR IR ENE FRRR NI NENNERURE] RRURRUNET] NN RNNNE RN RRRNE IR AR TRNR RN
01 02 03 04 05 06 0.7 03 09

TTTTTETTTITTTTT

Figura 4.2: Ciclo limite para K = 1,4. Se observa que se cruza con el plano
x = 0 para dicho valor del pardametro.

Mientras el ciclo limite anterior esté totalmente contenido en la regién
admisible (x < 0,y < 0) del plano de deslizamiento, dicho ciclo delimita la
cuenca de atraccién del punto de operacién deseado. Es por tanto la region
de seguridad donde deseariamos llegaran las demés érbitas que no estén en el
plano de deslizamiento. Surgen entonces de forma natural varias cuestiones
que deberfan ser resueltas para garantizar la robustez del diseno. En primer
lugar habria que analizar si, partiendo de las condiciones iniciales de reposo,
a saber (g, Yo, 20) = (0,1,0), la evolucién natural del sistema nos lleva a un
punto interior del ciclo limite. Por otro lado, también es de interés estudiar
qué ocurre en el caso de que aparezcan perturbaciones en las condiciones de
funcionamiento que saquen al sistema de la posicién de equilibrio, es decir,
si se volveria a caer en la region segura del plano de deslizamiento o si, por el
contrario, pueden coexistir dindmicas estables aparte de la del equilibrio del
punto de operacién. La respuesta a estas cuestiones, que exigen un anélisis
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detallado, se dejan como objeto de estudio para trabajos posteriores.

El hecho de que el sistema realmente pueda presentar varias dindmicas
distintas, aparte de la que se da en el plano de deslizamiento, dependiendo
del valor de los pardmetros del circuito y de lo préximo que estemos del valor
critico de bifurcacién, es pues una cuestiéon muy relevante. Asi pues, para los
valores de los pardmetros escogidos, simularemos el sistema tridimensional
completo para distintos valores de K y observaremos como varfa el compor-
tamiento conforme nos vamos acercando a K., partiendo de un valor lejano.

De las simulaciones realizadas, hemos concluido que para valores de K
muy pequenos el sistema alcanza el equilibrio sin entrar en ningtin momento
en el modo de conduccién discontinua, dando lugar a unos valores de tension y
de intensidad con un rizado pequeno (natural, si se tiene en cuenta el efecto de
chattering propio de cualquier sistema controlado mediante técnicas SMC).

Ejez

Ejey

Eje x

Figura 4.3: Dindmica para K = 0,2. El sistema alcanza el punto de pseudo-
equilibrio estable rapidamente.

En la figura 4.4 se observa también como el equilibrio se alcanza rapida-
mente sin producirse grandes oscilaciones durante el transitorio. Al aumentar
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Variable y

Tiempo adimensional
I \\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘I\\\\\\I\‘\\\\I\\\I‘\\\\\I\\\‘\\I\\\\\\l\\\I\\I\\‘I\\I\\\I\‘\\\\I\\\\‘\I\\\I\\I‘

E ] f I 1 3 ] % 4 b

Figura 4.4: Respuesta temporal de la variable y para K = 0,2. Para pasar al
tiempo en segundos hay que multiplicar por 10~%y/2

el valor de K, el transitorio serd mayor, ver figuras 4.5 y 4.6, asi como las
oscilaciones que se producen antes de alcanzar el equilibrio.

Si tomamos un nuevo valor de K mayor al anterior llegaremos al caso
en que, partiendo de las mismas condiciones iniciales, la intensidad de la
bobina se anula, es decir, se alcanza el plano x = 0 donde la dindmica del
sistema pasa a ser la propia del modo de conduccién discontinuo DCM. A
partir de ese valor de K nos encontramos con dos casos distintos. El primero
de ellos es el representado en la figura 4.7 en el cual el punto de pseudo-
equilibrio es alcanzado de la misma manera que en las simulaciones anteriores,
aunque con un transitorio mas prolongado. En el segundo, sin embargo, tal
y como podemos ver en la figura 4.8, el sistema no alcanza dicho punto de
pseudo-equilibrio, sino que es atraido por un nuevo ciclo limite, estable y
tridimensional, en el cual queda atrapada la trayectoria del sistema, y el
circuito se encontrard trabajando en modo de conduccién discontinua.

Por lo tanto queda patente que, aparte de la presencia del ciclo limite
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Figura 4.5: Dindmica para K = 0,5. se alcanza de nuevo el punto de pseudo-
equilibrio pero con un transitorio mayor y con méds oscilaciones.

inestable de la bifurcacién de Hopf, coexisten otros ciclos limites distintos.
De hecho, si analizamos conjuntamente los dos casos anteriores, se llega a la
conclusion de que aparte del ciclo limite estable que podemos observar en la
figura 4.8, debe existir otro ciclo limite inestable, también tridimensional, que
delimita la nueva regién de atraccién del punto de pseudo-equilibrio. Dicha
regién, en la cual cae la trayectoria del sistema en la figura 4.7, ha quedado
bastante reducida con respecto a la que delimita el ciclo limite inestable
propio de la bifurcaciéon de Hopf. El estudio de estos nuevos ciclos limites
deberd ser realizado en trabajos posteriores.

Si seguimos aumentando el valor de K alcanzamos un tipo de compor-

tamiento complejo, como por ejemplo sucede si a nuestro sistema le asignamos
un valor de K = 1,4.

Observamos que la trayectoria del sistema que parte de las condiciones
iniciales (4.1), no cae nunca dentro de la regién delimitada por el ciclo limite
inestable de la bifurcaciéon de Hopf y empieza a comportarse cadticamente,
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Figura 4.6: Respuesta temporal de la variable y para K = 0.5.

describiendo ciclos distintos de manera aparentemente aleatoria. La tension
de salida oscilard alrededor del valor deseado con una amplitud que no es
constante, sino que variard de un ciclo a otro.

Por dltimo, queremos comentar otra particularidad a tener en cuenta en el
correcto diseno de nuestro circuito. Si tomamos ahora un valor de K = 1,5,
podemos observar en la figura 4.12 que el circuito no llegue a comenzar a
conmutar.

El hecho de que en nuestro caso particular el valor de K sea mayor al criti-
co no tiene nada que ver con que nos hayamos encontrado con este problema.
El motivo por el cual ocurre esto es porque al variar el valor de K, estamos
cambiando también la pendiente del plano de deslizamiento, de forma que
a mayor K menos pendiente y, por tanto, mds horizontal es el plano. Por
su parte, el circuito parte de las condiciones iniciales (4.1) en el semiespacio
inferior al plano de deslizamiento, y con Z < 0, al ser y9 < 4. Entonces,
para que la trayectoria que sigue el circuito al arrancar llegue a caer sobre
el plano de deslizamiento es necesario que éste tenga una pendiente minima.
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Figura 4.7: Dindmica para K = 1. Se llega al punto de pseudo-equilibrio
pasando previamente por el plano x = 0.

Habra que tener especial cuidado al elegir los valores de los componentes del
circuito, para que este fenémeno no se produzca para valores de K demasiado
pequenos, de manera que tengamos un rango de valores de dicho pardmetro
suficientemente amplio en el que el circuito tenga un comportamiento ade-
cuado.
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Figura 4.8: Dindmica para K = 1,1. El sistema, en regimen permanente,
describe una érbita periédica estable.

()



Variable y

Tiempo adimensional

10

Figura 4.9: Respuesta temporal para K = 1,1.

76



Fjez

Interseccion de los planos x=0 e y=1
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Figura 4.10: Dindmica para K = 1,4. El sistema presenta un comportamiento
cadtico, describiendo de manera aparentemente aleatoria, distintas érbitas en
una region acotada del espacio de estados.Este comportamiento coexiste con
el pseudo-equilibrio estable.
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Figura 4.11: Respuesta temporal para K = 1,4.
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Figura 4.12: Dindmica para K = 1,5. El sistema no llega a conmutar cuando
se parten de las condiciones de reposo.
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