Capitulo 2

MODELADO DEL
PROBLEMA DE
CONTACTO

2.1. El problema de contacto

En esta seccion vamos a presentar la formulacion fuerte del pro-
blema de contacto cuasi-estatico entre solidos 3D, que presentan
contornos “suaves”, un comportamiento elastico y lineal y pequenos

desplazamientos y deformaciones, de forma analoga a [16].

2.1.1. El problema elastico

Se considera un so6lido eléastico, lineal e is6tropo, de dominio €2
y contorno I'.definido por un sistema de coordenadas cartesianas
x; = {x1, 29, x3}. Dicho solido estard sometido a unas fuerzas de
volumen b; en 2, unas tracciones t; prescritas en el contorno y u-
nos desplazamientos wu; sobre I';. Ademas, las regiones del contorno
seran dos regiones complementarias de I'.

De esta forma, las incognitas de nuestro problema seran los cam-

pos de desplazamientos u;, las deformaciones e;; y las tensiones o,
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definidas todas ellas en el dominio €2. Para resolver estas incognitas
serdn necesarias las siguientes ecuaciones, que ademas, constituyen

el problema elastico;

2.1.1.1. Ecuaciones de equilibrio

Las ecuaciones de equilibrio interno son:

Uij,j"_bi =0 en{ (2.1)

Estas ecuaciones, establecen el balance interno de las fuerzas que
actiian sobre cualquier subdominio del sélido.
Ademaés, podemos expresarlas de otra forma definiendo el pseudo-

vector tension:

0" = {011022033023031012} (2.2)

y el operador gradiente simétrico:

0 o 0
[T . e ™
D= 0 2 0 Z 0 2 (2.3)
9 9 0
ooﬁa—ma—xlo

De manera que podemos reescribir las ecuaciones de equilibrio

interno de la siguiente forma:

Do +b=0 (2.4)

2.1.1.2. Ecuaciones cineméaticas

Permiten cuantificar la deformacion en el solido, a partir de las
variaciones de las distancias relativas entre puntos del mismo, cono-
cidas gracias al campo de desplazamientos wu;.

Si definimos el pseudo-vector deformaciéon como:

eT = {611 €99 €33 2623 2631 2612}, donde €ij = %(U@j + uj,i) en Q,

las ecuaciones cinematicas nos quedan de la forma:
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e =Du (2.5)

2.1.1.3. Ecuaciones constitutivas

Estas ecuaciones modelan el comportamiento como medio con-
tinuo de los materiales y se encargan de establecer la relacion entre
el tensor de tensiones y el de deformaciones. Pueden ser escritas de

la forma:

Oij = Lijjki€rl €T Q (2-6)

donde Ejjj; es el tensor elastico. En notacion matricial nos queda:

oc=Ee (2.7)

2.1.1.4. Condiciones de contorno

Las condiciones de contorno necesarias para cerrar el problema

elastico pueden ser de dos tipos:
m Ecuaciones de compatibilidad en el contorno
Definen el valor del campo de desplazamientos en una regiéon del

contorno I',; u; = u; sobre I'; o en notaciéon matricial:

u =i sobre I' (2.8)

m Ecuaciones de equilibrio en el contorno

Se definen como o;;n; = t; sobre I'z, donde n; son las componentes
de la normal unitaria externa, de los puntos I';, sobre los que se

especifican las tracciones. En notaciéon matricial nos queda:

t =1t sobre I'y (2.9)

donde ahora t = P,o, con:
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Figura 2.1: Descripcién cinematica del movimiento del soélido 2

nt 0 0 ny ny ns
P,= 0 no 0 0 0 m (2.10)

0 0 Nng Ng N9 0

2.1.2. El problema de contacto

La resolucion del problema de contacto, nos va a permitir cono-
cer el conjunto de configuraciones que los so6lidos en contacto van
tomando en cada instante.!

Respecto a un sistema de referencia, la posiciéon de un punto

P € ), en un determinado instante 7(x) se puede expresar como:

x=X+a (2.11)

donde X es la configuracion de referencia ( configuracion en el
instante 79) y a es el desplazamiento en el instante 7,. Ademés,como
podemos ver en la (figura 2.1), a es suma del desplazamiento del
solido rigido (ug), mas el desplazamiento del punto considerado (u).

a=ug+u.

INotar que todas las imagenes de este capitulo proceden de [16]
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Figura 2.2: Pareja de puntos en contacto P

2.1.2.1. Ecuaciones cinematicas del contacto

Para conocer si dos so6lidos estan en contacto en un instante 7,
se ha de conocer la posicion relativa entre ambos cuerpos. Sean dos
solidos Q% o = (1,2), definimos la variable separacion g, para la

pareja de puntos (P*e2* a = 1,2) como:

g=BT(x? —x')=BT(X? - X" +BT(a? — a') (2.12)

siendo B? una matriz de cambio de base, que expresa la se-
paracion entre cualquier pareja de puntos I = {P'P?}, en la base
ortonormal local {¢; t3 n} asociada a cada pareja I, ver figura (2.2).
Si dichos puntos estan con contacto, el plano tangente a cada super-
ficie de cada solido en dicho punto es comiin, y por tanto las rectas
normales a dichos planos también son comunes.

Por otra parte, y fijandonos en la figura (2.3), podemos decir
que X“ es la posicion global de referencia de cada punto, y a su
desplazamiento expresado en el sistema global.

Como a® = ug + u®, la expresion (2.12), queda:

2B = [t1 t2 n)
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Figura 2.3: Esquema de dos sélidos en contacto

g=BTX?-X"H+B"(uj —ug) +BT(u® —u') (2.13)

donde el primer término es la separaciéon geométrica entre los
solidos en la configuracion de referencia (g,) v el segundo la sepa-
racion debida a los movimientos de solido rigido (go). Por tanto, la

separacion entre una pareja de puntos la podemos expresar:

g = ggﬁ—BT(u2 — ul) (2.14)

donde ggo = 8¢ + o.
Por tltimo, comentar que en la expresion (2.14) podemos distin-

guir dos componentes; la separaciéon normal:

€n = Ygo,n + 1131 - U—il (215)

y la separaciéon tangencial:
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gt = 8Bgo,t + u12; - u% (216)

siendo uy y ug las componentes normal y tangencial del desplaza-

miento.

2.1.2.2. Ley de contacto unilateral. Condiciones de Signorini.

La formulacion del problema de contacto desde el punto de vista
de la Elasticidad, comienza con el trabajo de Signorini, donde se
definen las leyes de contacto unilateral, para el problema de un sé6lido
elastico que entra en contacto, sin friccion, con una superficie rigida.

Dichas leyes (resumidas) son:

= Dos cuerpos, cada uno formado por su dominio 2% y su con-
torno I'“, que entran en contacto, no se interpenetran. Por lo
tanto, la superficie de cada so6lido se divide en tres regiones
segin sean de contacto I'Y, con condiciones de contorno en
tracciones impuestas I'? o bien con condiciones de contorno
en desplazamientos I'Y. Ademas, es posible denotar el area de

contacto con ', ya que [, =T’ = T2

» Los solidos que estan en contacto sin cohesionarse entre si,
son separables. Esto hace que para cada pareja de puntos, se
cumpla:

g >0yt, <0 (2.17)

donde g, es la separacion normal de la pareja de puntos, y ¢, es
la traccion normal. Ademas las tracciones normales que actian
sobre los puntos de la pareja en contacto, poseen el mismo valor

y signos contrarios, de acuerdo a la tercera ley de Newton.

= Las variables g, y t, son complementarias, g,.t, = 0, ya que si
estamos en contacto, la separaciéon normal es nula y por tanto
aparecera una traccion normal sobre cada punto de los sélidos

para evitar que se interpenetren.
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2.1.2.3. Ley de friccién

Cuando se produce el deslizamiento de un cuerpo sobre otro, se
observa que a dicho movimiento se opone una fuerza tangencial (F})
que aparece en la superficie de contacto. En nuestro caso, para el
estudio de problemas de contacto y aunque diversos estudios ofrecen
una visibn no muy exacta, vamos a usar la ley de Coulomb para
modelar el rozamiento, ya que resulta una buena aproximacion desde
el punto de vista ingenieril.

Coulomb propuso que el valor de la fuerza de rozamiento se podia
acotar por un limite llamado limite de friccion (f), y que dicho limite
era proporcional a la carga normal F), a través de una constante p,

denominada coeficiente de rozamiento.

f=Fup (2.18)

Por tanto, a la hora de modelar el fenémeno de fricciéon en el
problema de contacto se considerara que todo punto P%el'd(a =
1,2) satisface dicha ley. De esta manera, la ley de friccion para cada

pareja de puntos se expresa como sigue:

« El modulo de las tracciones tangenciales de contacto satisface
la ley de Coulomb:
e 1< o1ty (2.19)

donde ties la traccion tangencial®.

» La velocidad de deslizamiento tangencial y la tracciéon tangen-

cial satisfacen el principio de maxima disipacion de energia:
gt = —Aty (2.20)

donde A es un ntimero real positivo que relaciona las tracciones

tangenciales y los deslizamientos.

sty = Bft' = —Bf't’
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Figura 2.4: Resultante de fuerzas y momentos en la zona de contacto

» Existe una complementareidad de las variables: médulo de la

velocidad de deslizamiento tangencial 11 gy 11y (1t 11 —p 1 ¢, 1)

2.1.2.4. Fuerzas de contacto

Vamos a suponer que ['. no posee una gran combadura, que las
tracciones pueden referirse a un mismo plano tangente (la base lo-
cal {t1,ta,n}, es la misma para todas las parejas de puntos; figura
(2.4)). De esta forma, la resultante de fuerzas normales y tangen-
ciales existentes en la superficie de contacto las podamos expresar

como:

Ademas, ambas cargas han de satisfacer la ley de friccion®.

2.1.2.5. Formulacién del problema de contacto

A partir de la formulacién del problema elastico, conocidas las

ecuaciones cinemaéticas y las leyes del problema de contacto podemos

MmF < w1 Fy
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presentar en este punto su formulacién para el caso cuasi-estatico

de dos solidos Q%(« = 1, 2), para el instante ;.
D7 +b® =0
e® =Du® enQ®
u® = u* sobrel'§
t* = t* sobre I'¢
In = Ggon + (UEL - U}L)
9t = ggor + (uf — ug)
Age =gt — gi(1i — 1)

t, = BI't!

ty = BtTt!
sobre TS (2.22)

gn = 0,t, <0y Intn = 0
nty < pit, 1 siendo :
Agi=0si ntyn Lty

Agy =X, A > 080 ntgu= ity

2.2. Solucién del problema de contacto

A continuacion y una vez definido el problema a resolver, vamos

a presentar la solucién del Hertz al problema de contacto normal.

2.2.1. Aproximacién de semiespacio elastico

En muchos problemas de contacto, las dimensiones de los cuerpos
son mucho mayores que la propia zona de contacto (I'.), de manera
que segun el principio de Saint-Venant, las tracciones de contacto no

se ven muy influenciadas por la forma de los cuerpos en las lejanias

de I',.
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Las hipotesis que se han de satisfacer para que el modelado de

los solidos se pueda realizar mediante un semiespacio elastico son:

Las dimensiones de caracteristicas de los cuerpos en contacto

han de ser mucho mayores que el tamano de la zona de contacto.

Las superficies de contacto han de ser suaves.

Pequenos desplazamientos y deformaciones.

Los cuerpos tienen que comportarse elastica y linealmente.

Los cuerpos han de ser homogéneos e isétropos.

2.2.2. Funciones potenciales de Boussinesq y Cerruti

La manera que tradicionalmente se ha utilizado para obtener los
campos de tensiones y desplazamientos en un semiespacio elastico,
originados por una distribuciéon de tracciones superficiales, han sido
las funciones de Boussinesq y Cerruti.

A continuacién, y no siendo muy exhaustivos en la deduccion
de de dichas funciones potenciales ya que no es el objetivo final
de este proyecto vamos a presentar las mismas. Consideremos el
semiespacio elastico ( figura 2.5), donde C'(¢,n) es un punto genérico
de la superficie donde acttian las tracciones {t,,t,,t.} v A(x,y, 2)
un punto interno del semiespacio. Ademas, la separacion entre dos

puntos se define como

r=V@ =02+ y—n?+2 (2:23)

Las funciones potenciales se definen:

R = //F (et 4 2) = )t (G e (2.24)

G, = /F {zIn(r + 2) — r}t:, (¢, n)d{dn (2.25)
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Figura 2.5: Descripcién de semiespacio elastico

H, = / (2 In(r + 2) — r}a(C, n)dCdn (2.26)
Ademés definimos:
By — % (2.27)
Gy = % (2.28)
Ho = % (2.29)

A partir de estas funciones, se puede expresar el campo de des-
plazamientos {u,,u,,u.} de todo punto A(z,y,z) en funciéon de
las mencionadas funciones, del moédulo de rigidez transversal G =

E/2(14v) y de otras funciones definidas como siguen:

oF, 0G, OH 0F, 0G, 0H
1, % o, 0 0, 9Ho

wl:@x Jy azy 0:8x+8y 0z

(2.30)
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Figura 2.6: Definicién de problema de Hertz

2.2.3. Solucién de Hertz al problema de contacto similar

Vamos a considerar dos paraboloides Q%(« = 1,2), de ejes parale-
los, que estaran en contacto en el punto O. Ademaés en dicho punto,
se sitlla un sistema de coordenadas cartesianas en el que los ejes x e
y se encuentran en el plano tangente comin, el origen O es el punto
de tangencia, y el eje z apunta hacia 2. Los radios de curvatura en
el plano de x son R y R2 y en el plano de y, R} y R (figura 2.6).

Por ltimo, dichos solidos son comprimidos por una carga F, una
distancia en direccion normal go, = uf, — uf, < 0.

El problema de contacto sin friccién consiste en determinar la
region de contacto y la distribuciéon de presiones normales. Para
ello, el comportamiento elastico de cada sélido se modela mediante
la aproximacion de semiespacio elastico. De esta manera, la variable

separaciéon normal entre solidos tendra una forma:

gn = f(Za7gO,n7u?) (231)

es decir, depende de la separacion geométrica de la superficie Q¢
al plano tangente, la separacion en direccion normal y del desplaza-
miento elastico normal del semiespacio que aproxima el sélido Q.

Conociendo por otra parte la traccion de contacto que actiia so-



CAPITULO 2. MODELADO DEL PROBLEMA DE CONTACTO 21

bre el solido Q% (t%)( definida segtn el sistema {z,y, z}), se puede
calcular el desplazamiento normal u$a partir del campo de desplaza-
mientos {u,,u,, u,} evaluados en la superficie Q*(z = 0).

Para determinar la regién de contacto y la distribucién de pre-

siones normales, Hertz supone que dicha regiéon es eliptica:

Do={(z.): G+ () <1} (2.32)

y que la traccién de contacto es semi-elipsoidal:

=y f1- - (2 (2.33)

a
El valor maximo de la presion py esta relacionado con la carga
aplicada F,, a través de la ecuacion de equilibrio sobre !, obtenien-

do como resultado:

2
F, = gﬂabpo (2.34)

También, operando con las distintas ecuaciones, podemos obtener
la separacion normal entre los sblidos en funcion de la distancia de

compresion (go,) y la distribucién de presiones normales (t,):
56

1 -V tz(C?"/,)
gn(xa y) = Cxl'Q + ny2 + gO7n - HG //\r\‘c r dCdT] (235)

1_11 1 G v v?

calate v =Lyla e (2:36)

Por dltimo, para cerrar el problema se impone la condicién de no

interpenetracion:
» g, =0enl,
56’3j —
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» g, > 0 exterior de I,

2.2.3.1. Contacto entre dos esferas

Vamos a considerar dos esferas de radio R*(a = 1,2) (R = R; =
R' y R = R; = R?) que son comprimidas una distancia go, < 0
con una fuerza F,. El problema presenta simetria de revolucién, por
lo que la zona de contacto es una regiéon circular de radio a. De esta

manera, la distribuciéon de presiones normales sera:

to= —poy 1= (2) (2.37)

siendo r una coordenada radial. Ademas, la carga aplicada sera

F, = %Hazpo, y la separacion normal entre los solidos:

(1 —v)po
4aG

| 1 _ 1 1
dondeCr—ﬁyE—ﬁ—i—ﬁ.

gn(r) = C.r? + (2a2 — 7“2) + Gon (2.38)

Para obtener las expresiones que relacionan el radio de la circun-
ferencia de contacto (a), el valor maximo de la presion normal (pg) y
la carga aplicada (F.), evaluamos (2.38) en r = 0 y r = a, sabiendo

ademas que g, = 0 Vrel',;

3(1-v)F.R

e )3 (2.39)

a=
o1 —v)*F2.,,  a

gon=~("fepaz ) =R (2.40)

_ 3F, ( 6F2G?
© 2Ma? (1 —v)2IB3R2

Po )"/ (2.41)

2.2.3.2. Contacto entre dos cilindros

El problema de contacto entre dos cilindros de longitud infinita,

radios R*(a = 1,2) y ejes paralelos al eje y que son comprimidos
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Figura 2.7: Zona de contacto cilindro-cilindro

por una fuerza por unidad de longitud F,, es un problema de de-
formacion plana. Ahora la zona de contacto es una banda infinita
de ancho 2a paralela al eje y, y los radios de curvatura toman los
valores R} = oo, R}, = R', y R} = R* (figura 2.7).

La distribuciéon de presiones normales por unidad de longitud se

t, = —poy/1— (2)2 (2.42)

siendo la resultante vertical por unidad de longitud de la dis-

expresa:

tribucién de tracciones:

il
F, = ‘;p 0 (2.43)

El célculo de la separacién normal entre los dos cilindros es un

tanto mas laborioso que en el caso anterior y no se va a detallar;
simplemente comentar que partiendo de g, = Z?—Z'+ g, +u? —u}
operamos sobre el gradiente de dicha g, para que desaparezca la
distancia de compresion g .

La relaciéon que existe entre el semiancho de la banda de contac-

to (a), el valor maximo de la presion normal (po), v la fuerza de
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compresion (F), se obtiene imponiendo que ddi; = 0V zel'.. De este

modo llegamos a:

F.G

Po = m (2.44)

41 —-v)F.R



