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B Señales multisine 85

C Técnicas de identificación 89
C.1 Identificación en el dominio s con datos del dominio frecuencial 89
C.2 Vector fitting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

C.2.1 Descripción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
C.2.2 Polos iniciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
C.2.3 Observaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

C.3 Identificación en el dominio z con datos el dominio frecuencial 93
C.4 Identificación en el dominio z con datos del dominio temporal 96
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3.13 Sistema eléctrico del ejemplo 3.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.14 Modelo discreto una vez abierto el interruptor . . . . . . . . . 32
3.15 Resultados obtenidos aplicando el método de Dommel . . . . 34

4.1 Relaciones entre dominios. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

5.1 Impedancia del sistema en función de la frecuencia. . . . . . . 48
5.2 Equivalente propuesto por Hingorani & Burbery. . . . . . . . . 48
5.3 Equivalente propuesto por Cleirici & Marzio. . . . . . . . . . . 49
5.4 Equivalente propuesto por Morched, Ottevangers y Martı́. . . 49
5.5 Ejemplo de FDNE monopuerta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
5.6 Ejemplo de FDNE bipuerta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
5.7 Pasos para obtener el FDNE. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
5.8 Equivalente a secuencia directa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
5.9 Equivalente a secuencia homopolar. . . . . . . . . . . . . . . . 57
5.10 Calculo del equivalente monopuerta en redes asimétricas. . . 57
5.11 Calculo del equivalente monopuerta en redes asimétricas. . . 58
5.12 Calculo del equivalente monopuerta en redes asimétricas. . . 58
5.13 Equivalente bipuerta lineal trifásica. . . . . . . . . . . . . . . . 58
5.14 Monopuerta lineal monofásica. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
5.15 Bipuerta lineal monofásica. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

V
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Capı́tulo 1

Introducción

Los estudios de transitorios electromagnéticos requieren el modelo de-
tallado de grandes y complejas redes eléctricas. Sin embargo, esta repre-
sentación detallada es prohibitiva, especialmente para aplicaciones en tiem-
po real y análisis estadı́stico. Esto da lugar al consumo de excesivos recur-
sos computacionales en términos de tiempo de CPU y de almacenamiento,
ası́ como el tiempo requerido para obtener los archivos de datos requeridos.

En este sentido, una propuesta es dividir el sistema en dos partes (Figura
1.1):

1. La zona de estudio, la cual se encuentra afectada significativamente
por el proceso transitorio que se quiere analizar.

2. El resto de la red, o comúnmente denominado red externa, el cual se
representará por un equivalente.

Zona de estudio

Red externa

Figura 1.1: División de la red eléctrica en zona de estudio y red externa.
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2 1.0.

Dependiendo de la naturaleza y caracterı́sticas del fenómeno transito-
rio, la zona de estudio deberá incluir modelos detallados de componentes,
parámetros dependientes de la frecuencia y no linealidades. Por otra parte,
los elementos de la red externa tienen un impacto menor sobre el fenómeno
transitorio y pueden aproximarse por sus modelos lineales, incluyendo la
dependencia con la frecuencia de los parámetros dentro de la banda de fre-
cuencias de interés. Evidentemente, la red externa deberá ser elegida de for-
ma que no afecte de forma considerable a los resultados de la simulación.

Usualmente, la zona de estudio contiene una sección relativamente pe-
queña del sistema mientras que la red externa incluye el resto. El objetivo
principal es sustituir la red externa por un equivalente cuyo comportamien-
to sea similar a dicha parte de la red en un determinado rango de frecuen-
cias. La razón que hay detrás de este modelo es que los transitorios de altas
frecuencias no se propagan grandes distancias por la red debido a la alta
atenuación que sufren. Sin embargo, no hay un criterio sistemático que de-
fina la frontera entre la zona de estudio y la red externa. Es por ello, que
en la mayorı́a de la veces esta elección se base en la experiencia. La CIGRE
[1] proporciona algunas recomendaciones al respecto aunque no aseguran
suficiente precisión para redes densas que contengan lı́neas de transporte
cortas. Los factores que influyen en la decisión de a que distancia se ha de
colocar el equivalente de la zona donde se produce la perturbación se basan
en lo siguiente:

La ubicación dentro de la red de los nudos y ramas donde se requieren
los resultados del análisis.

La precisión del equivalente externo.

La precisión con la que el programa de simulación permita modelar la
respuesta en frecuencia de los modelos detallados de los elementos.

La topologı́a de la red.

El origen y tipo de perturbación.

Lo mas simple es que el equivalente se sitúe lo más cerca posible de la
perturbación, de forma que el tamaño de la zona de estudio sea lo mas redu-
cida posible. Sin embargo, la red externa debe ser siempre lineal e invariante
en el tiempo, y las no linealidades (con un impacto pronunciado en el tran-
sitorio) se han de excluir de dicha zona (expandiendo la zona de estudio). A
modo de conclusión, para evitar un coste computacional excesivo, la red se
divide en dos partes: la zona de estudio y un equivalente el cual representa
la red externa.

El motivo de este trabajo es la descripción y evaluación de los métodos
publicados en la literatura especializada para la obtención e implementa-
ción de equivalentes externos.



Capı́tulo 2

Simulación de sistemas eléctricos

El objetivo de este capı́tulo es introducir una serie de conceptos básicos
relacionados con el modelado de una sistema eléctrico para conseguir un
entendimiento satisfactorio de las herramientas de simulación.

2.1 Introducción

Lo primero que hay que tener claro es el propósito de la simulación, es
decir, el tipo de estudio que se desea realizar. La simulación del sistema
eléctrico será diferente si se realiza un flujo de cargas, un estudio de corto-
circuitos, un análisis de distorsión armónica, un estudio de estabilidad del
sistema o un análisis de transitorios electromagnéticos.

El tipo de estudio condiciona el modelado del sistema eléctrico. Por ejem-
plo, no es igual el modelo matemático de un generador, transformador,
lı́nea, etc. para un estudio en régimen permanente que para un análisis
de transitorios electromagnéticos. Es decir, para cada tipo de estudio existe
un modelo que resulta más adecuado y que varı́a según el tipo de estudio.
Además, los parámetros que se deben conocer para poder desarrollar el pro-
ceso de simulación varı́an según el modelo. Por lo tanto, según el estudio,
el nivel de detalle necesario para modelar los diversos equipos eléctricos es
diferente.

Ası́, lo primero que se debe tener claro es el tipo de estudio que se pre-
tende realizar, ya que condiciona el software de simulación y los datos que
se deben conocer del sistema. Los paquetes de software tienen una determi-
nada capacidad de cálculo y rara vez son adecuados para todos los tipos de
estudio. Por otra parte, de nada sirve una adecuada herramienta de simula-
ción si se desconocen los valores de los parámetros que hay que definir para
caracterizar los diversos elementos.

3



4 2.2. Concepto de simulación

2.2 Concepto de simulación

La simulación consiste [2] en una serie de técnicas que imitan o simulan
las operaciones de diferentes procesos de la vida real. Para analizar estos
procesos desde un punto de vista cientı́fico, a menudo hay que realizar un
conjunto de suposiciones acerca de cómo se desarrollan dichos procesos.
Estas suposiciones, que normalmente adoptan la forma de ecuaciones ma-
temáticas o relaciones lógicas, constituyen los modelos.

La simulación incluye tanto la construcción del modelo como el proceso
de experimentación para estudiar un sistema. Los estudios de simulación
se pueden aplicar en todo tipo de áreas temáticas como: tecnologı́a, fabri-
cación, negocios, ecologı́a y medio ambiente, sociedad, biociencias, etc. La
simulación permite experimentar con el modelo antes que con el sistema
real, permitiendo examinar el sistema y realizar cambios y nuevos diseños
sin necesidad de cambios fı́sicos o instalaciones adicionales.

Si las relaciones que componen el modelo son suficientemente simples,
pueden utilizarse métodos matemáticos sencillos para obtener información
exacta del comportamiento del sistema a analizar. Sin embargo, la mayorı́a
de los sistemas reales son demasiado complejos para ser analizados me-
diante modelos que sean resolubles por métodos analı́ticos sencillos. Por lo
tanto, estos modelos se deben analizar mediante técnicas más complejas. Es-
tas técnicas utilizan ordenadores para evaluar numéricamente los modelos
desarrollados durante un determinado periodo de tiempo.

Algunas de las razones que justifican la utilización de los procesos de
simulación son las siguientes:

– La inmensa mayorı́a de los sistemas reales son suficientemente com-
plejos y variables como para que no se puedan describir mediante
modelos matemáticos de resolución analı́tica sencilla. Por tanto, un
proceso de simulación es la única vı́a posible para poder analizar en
profundidad el comportamiento del sistema en distintas condiciones
de funcionamiento.

– La simulación permite realizar una comparación entre distintas posi-
bilidades de diseño para determinar cuál es la que mejor se adecúa a
las necesidades existentes.

– Mediante simulación se puede mantener un mejor control sobre con-
diciones experimentales del que serı́a posible cuando se ensaya sobre
el propio sistema.

– Se puede analizar, de forma económica, el intervalo de tiempo desea-
do para sacar conclusiones acertadas acerca del comportamiento del
sistema bajo las condiciones de funcionamiento a estudiar, desde los
primeros microsegundos hasta varios minutos, e incluso periodos más
largos.
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– Es posible experimentar nuevos procedimientos, estructuras, etc. sin
interrumpir la operación del sistema real.

– Se pueden probar fácilmente hipótesis de cómo y por qué se produce
un fenómeno.

– Permite alcanzar un conocimiento profundo sobre qué variables son
las más importantes para el resultado y cómo interactúan.

– Se pueden manipular nuevas situaciones de las que se tienen un co-
nocimiento y experiencia limitados, para analizar y preparar eventos
futuros.

Sin embargo, los procesos de simulación también presentan algunas des-
ventajas:

– El desarrollo de los modelos necesarios para la simulación a menudo
exige una gran cantidad de tiempo. Uno de los problemas más impor-
tantes a resolver es determinar si el modelo de simulación definido es
una representación exacta del sistema a analizar. Además, a veces se
necesitan datos de partida de los que no se dispone. La fiabilidad de
los resultados dependerá de la fiabilidad de la información suminis-
trada.

– Si el modelo desarrollado no es una representación válida del siste-
ma a analizar, los resultados de la simulación proporcionan muy poca
información útil acerca del sistema que se está analizando.

– En algunos casos, especialmente en procesos complicados, puede exis-
tir dificultad en la interpretación de los resultados.

– Los modelos usados para estudiar sistemas grandes tienden a ser muy
complejos, por lo que escribir los programas de ordenador para ejecu-
tarlos puede llegar a ser una tarea ardua. Este inconveniente se está su-
perando actualmente gracias al desarrollo de paquetes software de
aplicación especı́fica que incorporan modelos básicos de todos los ele-
mentos a considerar en el proceso de simulación.

– En algunas ocasiones, la simulación de sistemas complejos exige gran
cantidad de tiempo para completar el proceso. Un análisis adecuado
puede que no sea accesible por falta de tiempo o de recursos, por lo
que, a veces, es preferible una estimación rápida con métodos analı́ti-
cos. Sin embargo, estos periodos de tiempo se están reduciendo con-
siderablemente con el gran desarrollo que están experimentando los
ordenadores actualmente.

– No se pueden validar los resultados de manera concluyente.
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2.3 Tipos de simuladores de sistemas eléctricos

Para conocer la respuesta de un sistema eléctrico ante situaciones im-
puestas por diversas condiciones de funcionamiento, bien habituales o anó-
malas, se podrı́an realizar múltiples ensayos in situ sobre el mismo. En ese
caso, habrı́a que someter a la red a diversas combinaciones del conjunto de
parámetros fundamentales que definen su estado de funcionamiento, tan-
to en situaciones normales de operación como en situaciones de funciona-
miento incorrecto, que obligan a provocar sobre ese sistema cualquier tipo
de contingencia.

Debido a que los sistemas eléctricos se explotan cada vez más cerca de
sus lı́mites fı́sicos, en la actualidad resulta prácticamente imposible dejar
fuera de servicio instalaciones reales para poder realizar ensayos sobre ellas,
por el coste que eso supone y los riesgos de daños. Por ello, resulta necesario
recurrir a un proceso de cálculo o de simulación que reproduzca el compor-
tamiento y los fenómenos que se producen en un sistema eléctrico y que
permita conocer tanto la respuesta del sistema ante condiciones de funcio-
namiento normal o anómalas, como las consecuencias sobre los parámetros
fundamentales del sistema ante dichas situaciones.

La complejidad de los sistemas eléctricos hace que estos estudios sean
difı́ciles, tediosos y que consuman una gran cantidad de tiempo. Por ello,
hoy en dı́a, para una realización más rápida y precisa de estos estudios, se
recurre a herramientas que agilizan y simplifican el proceso de cálculo. Las
herramientas disponibles para realizar estos procesos de simulación son los
simuladores analógicos y los simuladores digitales. Hay que tener presente
que dichas herramientas son precisamente eso, herramientas, y por lo tanto,
para poder sacar provecho de las mismas y obtener resultados fiables hay
que tener un conocimiento claro de las caracterı́sticas del problema a anali-
zar, de la información necesaria sobre el sistema eléctrico a considerar y de
la herramienta que se va a utilizar en el proceso de simulación.

2.3.1 Simulador analógico

Inicialmente, la necesidad de resolver estos problemas y entender los fe-
nómenos asociados condujo a modelos fı́sicos a escala, o analizadores de
redes (NA, Network Analyzer), donde se estudiaban fenómenos estaciona-
rios. Como evolución de los NA se construyeron los primeros TNA (Tran-
sient Network Analyzer) hacia los años cincuenta, y se comenzaron propia-
mente los estudios de transitorios eléctricos.

Un simulador analógico consiste en un modelo fı́sico reducido del siste-
ma eléctrico real [2], en donde las lı́neas, transformadores, interruptores, etc.
se representan por inductancias, capacidades y resistencias que operan con
tensiones e intensidades reducidas (de 10 a 500 V y de 1 a 5A). Las magnitu-
des de tensión e intensidad se pueden observar y medir en un osciloscopio o
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en equipos de medida digitales conectados directamente en diferentes pun-
tos del TNA.

Esta herramienta de simulación se utiliza principalmente para el análi-
sis de transitorios electromagnéticos. La forma de modelar los diferentes
elementos del sistema eléctrico en un TNA es la siguiente: las fuentes de
alimentación se modelan mediante una fuente sinusoidal trifásica de baja
impedancia, suficientemente grande como para aparecer como una fuente
de potencia infinita; las lı́neas y cables se representan mediante un conjun-
to de circuitos π conectados en cascada, cada uno de los cuales está com-
puesto por resistencias e inductancias en serie y condensadores shunt; los
transformadores y autotransformadores de dos o tres devanados se mode-
lan mediante una serie de reactancias; las reactancias y los condensadores
se modelan mediante inductancias y condensadores a escala; los pararrayos
se suelen representar mediante un explosor en serie con una resistencia no
lineal; las cargas se representan de forma estática mediante una combina-
ción de resistencias, inductancias y condensadores. Ası́ mismo, es obliga-
torio que todos los modelos utilizados tengan las mismas caracterı́sticas a
elevadas frecuencias que los elementos del sistema eléctrico a los cuales re-
presentan, lo cual permite reproducir la respuesta en el rango de frecuencias
que interesa analizar.

La exactitud de los resultados proporcionados por el TNA depende de la
exactitud de los datos conocidos del sistema a simular y del grado en el cual
los modelos desarrollados se aproximen a las caracterı́sticas de la situación
real a analizar. Se ha comprobado que las diferencias detectadas en medidas
realizadas con un TNA y confirmadas con medidas sobre el sistema real
experimentan una desviación inferior al 4 %. Cuando se dispone de curvas
de resultados de ensayos reales, se puede optimizar el modelo y obtener
resultados con errores inferiores al 1 %.

Otro problema adicional resulta de la dificultad de construir máquinas
eléctricas que sean homotéticas a las máquinas reales, en particular en lo
que que se refiere a las constantes de tiempo de los devanados, por lo que
puede ser necesario fabricar máquinas especiales.

Las ventajas de este tipo de simulador frente a otro tipo tipo de simula-
dores son:

– Proximidad al fenómeno fı́sico real, evitando cualquier riesgo de ines-
tabilidad numérica.

– Es muy rápido y flexible, lo que permite hacer gran cantidad de prue-
bas con distintos parámetros de definición del fenómeno perturbador.

– Opera en tiempo real, es decir, la respuesta del sistema ante la pertur-
bación se produce instantáneamente igual que sucede en una situación
real.
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Sin embargo, estos modelos también presentan una serie de inconve-
nientes:

– El número de componentes del sistema eléctrico a simular está limita-
do.

– Pueden llegar a ser extremadamente caros para el estudio de sistemas
complejos, fenómenos no lineales o fenómenos asociados con proble-
mas de acoplamiento entre fases.

– Precisan de un mantenimiento periódico y recalibración.

– Ocupan un espacio considerable.

– Puede ser necesario fabricar equipos especiales, los cuales complican
y encarecen el TNA.

Durante muchos años la velocidad de simulación de los TNA fue supe-
rior a la de las computadoras. Sin embargo, los avances que han tenido lugar
en los últimos treinta años, han permitido reducir drásticamente el tiempo
de cálculo, de forma que en la actualidad se emplean casi exclusivamente
las simulaciones digitales en la mayorı́a de las aplicaciones.

2.3.2 Simulador digital

La extraordinaria evolución de la tecnologı́a de los ordenadores en las
últimas décadas ha supuesto un gran desarrollo en la aplicación de los pro-
cesos de cálculo. A su vez, esto ha permitido plantear modelos numéricos
de procesos transitorios. Es por ello que el simulador digital se ha converti-
do en uno de los instrumentos básicos para el análisis, cada vez mas realista,
de los sistemas de energı́a eléctrica.

El simulador digital está basado en una serie de herramientas que simu-
lan los distintos elementos del sistema eléctrico resolviendo las ecuaciones
matemáticas que describen su comportamiento. Ası́, se obtienen de forma
digital las magnitudes de los parámetros (tensión, intensidad, etc.) que apa-
recen en el sistema bajo diversas hipótesis de funcionamiento. En general,
estos simuladores digitales cuentan con un procesador gráfico que repre-
senta la evolución de los parámetros calculados.

Las ventajas mas relevantes de este tipo de herramientas de simulación
son:

– Tienen capacidad para modelar sistemas eléctricos de grandes dimen-
siones.

– Permiten realizar múltiples variaciones de la topologı́a del sistema
analizado de forma más sencilla que los simuladores analógicos.
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– Permiten elegir el incremento de tiempo utilizado en la realización de
la simulación.

– Se han desarrollado métodos y algoritmos adecuados para reducir los
tiempos de cálculo.

– Ocupan menos espacio fı́sico y son más económicos.

Sin embargo, también presentan inconvenientes. Los más relevantes son:

– No operan en tiempo real.

– Pueden presentar problemas de inestabilidades numéricas como con-
secuencia del algoritmo de resolución o el intervalo de tiempo emplea-
do, lo que puede conducir a errores en los resultados.

2.4 Tipos de estudios de sistemas eléctricos

El diseño, construcción y operación del sistema de generación, transpor-
te y distribución de energı́a eléctrica se realiza con el triple objetivo de pro-
porcionar suministro eléctrico con una adecuada calidad y seguridad, de la
manera más económica posible. Para conseguir estos objetivos es necesa-
rio comprender y cuantificar, con la mayor exactitud posible, los fenómenos
que afectan a los sistemas eléctricos. Estos fenómenos cubren un amplio
rango de intervalos de tiempo, como se puede observar en la Tabla 2.1.

Fenómeno Intervalo de tiempo (s)

Descargas atmosféricas 10−7 ÷ 10−3

Conexión y desconexión de maniobra 10−5 ÷ 10−1

Transitorio electromecánico 10−2 ÷ 10

Transitorio lento 0,5 ÷ 1000

Tabla 2.1: Intervalos de tiempo de fenómenos en sistemas eléctricos.

Al estudiar un fenómeno, hay que tener en cuenta la influencia del sis-
tema de control. En fenómenos rápidos, el control prácticamente no afecta
debido a que el tiempo de respuesta es superior a la duración del fenómeno.
Sin embargo, en fenómenos más lentos sı́ se debe tener en cuenta.

Ası́, el tipo de estudio o análisis del sistema eléctrico y los elementos a
considerar en el modelo están relacionados con la duración del fenómeno
a analizar. De esta forma, los estudios que analizan el sistema eléctrico en
diferentes condiciones de funcionamiento son:
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– Condiciones de régimen permanente, bajo las cuales todas las varia-
bles y parámetros se consideran constantes durante el periodo de es-
tudio. Este tipo de estudios consiste en el análisis del sistema eléctrico
para conocer su funcionamiento en estado estacionario. Los principa-
les estudios para este tipo de análisis son: el cálculo de flujo de cargas,
el cálculo de cortocircuitos y la propagación de armónicos.

– Condiciones transitorias lentas, que se corresponden con los patrones
normales de cambio de topologı́a y las acciones de los controles au-
tomáticos. En este tipo de estudios se analiza la evolución del sistema
eléctrico en periodos de tiempo que van desde minutos hasta varias
horas. Su objetivo consiste en estudiar la dinámica del sistema asocia-
da con el control de la tensión y de la frecuencia.

– Condiciones transitorias electromecánicas, que se corresponden con
las oscilaciones electromecánicas de las máquinas y las acciones de los
sistemas de control primario de tensión y frecuencia. En este tipo de
estudios se analizan fenómenos transitorios rápidos provocados por
las oscilaciones electromecánicas de los rotores de los generadores y
las interacciones con los dispositivos de control. Su objetivo consiste
en estudiar la estabilidad de ángulo y de tensión.

– Condiciones transitorias electromagnéticas, que se corresponden con
fenómenos electromagnéticos rápidos en los cuales es importante con-
siderar la velocidad de propagación del fenómeno y se pueden despre-
ciar los fenómenos electromecánicos. Estos estudios analizan fenóme-
nos muy rápidos, de forma que las ondas de tensión e intensidad ya no
se pueden suponer como sinusoides de 50Hz. Este tipo de estudios re-
quieren una representación detallada de la dinámica de algunos de los
elementos del sistema que intervienen en el estudio. Los fenómenos
que se incluyen en el ámbito de los transitorios electromagnéticos son:
sobretensiones provocadas por ondas tipo rayo, sobretensiones pro-
vocadas por maniobras de interruptores y seccionadores, fenómenos
de ferrorresonancia, resonancia subsı́ncrona, respuesta de sistemas de
protección de alta velocidad, etc.

2.5 Modelado del sistema eléctrico

Los estudios realizados sobre sistemas eléctricos se basan en la simula-
ción de fenómenos reales usando modelos que representan el mismo com-
portamiento que el sistema real. En la práctica, en el sistema eléctrico se
presentan todo tipo de fenómenos, algunas veces simultáneamente. Dadas
las diferentes caracterı́sticas entre dichos fenómenos, no es posible definir
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un único modelo capaz de dar una imagen real para todo el rango de cons-
tantes de tiempo.

La tarea de desarrollar un modelo de un sistema se puede dividir en dos
partes: la determinación de la estructura del modelo y el hecho de propor-
cionar los datos a dicho modelo. La determinación de la estructura fija las
caracterı́sticas que se deben considerar del sistema eléctrico, mientras que
los datos suministran los valores de dichas caracterı́sticas.

Para poder modelar y simular cualquier elemento del sistema eléctrico,
primero hay que tener un profundo conocimiento de las caracterı́sticas de
funcionamiento y los parámetros que definen cada uno de los equipos que
integran el sistema a simular. En caso contrario los resultados pueden ca-
recer de validez por haber utilizado una metodologı́a o unos modelos que
no son apropiados. Por lo tanto, habrá que tener en cuenta los siguientes
aspectos:

– Cómo se puede representar cada componente del sistema eléctrico de
forma que se puedan realizar análisis y estudios sobre dicho sistema.

– Cuáles, entre las distintas representaciones o modelos, son las que des-
criben mejor el sistema para realizar el análisis de un estudio determi-
nado.

– Qué expresiones matemáticas describen las caracterı́sticas de cada ele-
mento del sistema para que puedan ser incluidas en la herramienta de
simulación.

A la hora de diseñar el modelo hay que decidir qué parámetros es nece-
sario incluir en el mismo para disponer de información suficientemente sig-
nificativa y qué otros parámetros se pueden obviar. Una vez que el modelo
está desarrollado, el ajuste del mismo se realiza comparando los resultados
obtenidos con datos reales medidos sobre el sistema real. Únicamente de
esta forma es posible garantizar que el modelo diseñado es el adecuado.

Existen, por tanto, diferentes tipos de modelos, cada uno correspondien-
te al análisis de determinados fenómenos, de manera que en función de la
constante de tiempo que define el fenómeno se pueden suponer distintas
simplificaciones o aproximaciones. Esto constituye un punto fundamental
en los procesos de simulación.
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Capı́tulo 3

Transitorios electromagnéticos

En los comienzos de la electrotecnia, los ingenieros se centraban funda-
mentalmente en el estudio del régimen permanente de un sistema eléctrico.
En base a estos estudios, mediante ciertos coeficientes basados en la expe-
riencia, se decidı́a el diseño de los equipos de red. Sin embargo, hay situa-
ciones en las que un sistema eléctrico abandona el régimen permanente para
seguir un proceso transitorio en el cual las magnitudes eléctricas, tensión e
intensidad, pueden sufrir variaciones importantes.

Estos fenómenos transitorios pueden ser originados por maniobras, fal-
tas, descargas atmosféricas o variaciones bruscas en la demanda de energı́a.
Normalmente, su duración es muy pequeña comparada con el tiempo de
operación en régimen permanente, sin embargo, son de gran importancia
debido al efecto que pueden tener en el funcionamiento del sistema o sobre
los equipos que forman parte de él. Por tanto, su estudio juega un papel
importante en el diseño y operación de un sistema eléctrico.

En este capı́tulo se hará una breve descripción de los aspectos generales
de los transitorios electromagnéticos ası́ como de la metodologı́a de cálculo.

3.1 Aspectos generales

La operación del sistema de energı́a eléctrica supone un intercambio
continuo de energı́a electromecánica y electromagnética entre los diferentes
componentes del sistema. Ası́, cualquier perturbación o maniobra que alte-
re ese intercambio estable de energı́a provoca la aparición de un fenómeno
transitorio que se amortigua para recuperar un nuevo estado de funciona-
miento estable.

Es decir, el término transitorio electromagnético se refiere a los transi-
torios debidos a la interacción entre la energı́a almacenada en forma de
campos magnéticos en las bobinas y en forma de campos eléctricos en los
condensadores del sistema. Estos transitorios electromagnéticos provocan
sobreintensidades o sobretensiones, que someten a los equipos del sistema

13
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eléctrico a unas solicitaciones que pueden provocar la destrucción de los
mismos, siendo los intervalos de tiempo involucrados en este tipo de estu-
dios del orden de microsegundos o milisegundos. Una sobrecorriente puede
dañar a un equipo eléctrico por una disipación excesiva de calor o bien por
una excesiva solicitación mecánica. Una sobretensión puede provocar una
ruptura dieléctrica si la parte dañada es un material aislante interno, sóli-
do o lı́quido; o un contorneo si se produce una descarga en un aislamiento
externo, es decir, a través del aire.

Cuando aparece una sobretensión en un punto cualquiera de la red eléctri-
ca, esta empieza a propagarse a través de la misma. En dicha propagación,
el valor de la sobretensión debe ir disminuyendo al ir derivándose a tierra,
por ejemplo, a través de la toma de tierra de una torre, una autoválvula, las
resistencias paralelo, el efecto corona, etc. Aún ası́, puede ocurrir que la so-
bretensión llegue con un valor excesivo a los transformadores, generadores
eléctricos, etc. Hay que tener en cuenta que los aislamientos de los genera-
dores y transformadores no son autorregenerables, es decir, o pierden sus
condiciones dieléctricas o no las recobran totalmente después de una des-
carga disruptiva. En consecuencia, para conseguir una protección adecuada
frente a ambos tipos de solicitaciones, es necesario conocer las condiciones
más adversas que se pueden presentar ası́ como los procesos transitorios
con los que se originan.

Algunos de los fenómenos que pueden producir sobretensiones son: co-
nexión/desconexión de baterı́as de condensadores y reactancias, caı́da de
rayos sobre lı́neas de transporte, energizaciones y desenergizaciones de lı́neas
y transformadores, resonancias, ferrorresonancias, etc.

Por otro lado, los problemas de análisis de transitorios en sistemas eléctri-
cos tienen una serie de caracterı́sticas comunes a la gran mayorı́a de ellos,
algunas de las cuales son:

– Gran complejidad. Gran cantidad de componentes definidos por ecua-
ciones integro-diferenciales con numerosos vı́nculos y condiciones ini-
ciales.

– Posibles no linealidades producidas especialmente en los modelos in-
tegro diferenciales de los componentes.

– Variabilidad en el tiempo, tanto de ciertos parámetros de los modelos
de los componentes como de las ecuaciones de vı́nculo.

– Dependencia de la frecuencia, que afecta a la respuesta de los compo-
nentes.

– Numerosas variantes a analizar para cada caso de estudio, modifican-
do tanto los parámetros de los componentes como las ecuaciones de
vı́nculo o las condiciones iniciales.
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– Precisión limitada debido a la dificultad de conocer muchos de los
parámetros fı́sicos reales, a las variaciones aleatorias, a las simplifica-
ciones inherentes en los modelos matemáticos, etc.

El objetivo de los estudios de transitorios electromagnéticos es analizar
las solicitaciones adicionales que van a actuar sobre los distintos equipos del
sistema eléctrico. Los resultados de estos estudios permiten especificar ni-
veles de aislamiento, intensidad, energı́a, etc. que eviten que se produzcan
daños en cualquiera de los equipos que se vean afectados. En otras palabras,
permiten mantener bajo control los intercambios de energı́a que ocurren du-
rante los periodos transitorios.

3.2 Metodologı́a de cálculo

En los fenómenos de transitorios electromagnéticos de alta velocidad, las
ondas de tensión e intensidad no se pueden considerar como ondas sinusoi-
dales de 50 Hz. Estos fenómenos afectan a la respuesta dinámica del sistema
en rangos de frecuencia de hasta varios MHz para lo cual se pueden adoptar
dos tipos de modelado de los elementos:

– La representación mediante parámetros concentrados, que da lugar a
un sistema de ecuaciones diferenciales lineales.

– La representación mediante parámetros distribuidos, donde se consi-
dera la propagación de la onda electromagnética. Este tipo de repre-
sentación es necesaria cuando se modelan lı́neas de transporte y ca-
bles para analizar fenómenos que involucran frecuencias mayores de
100Hz en lı́neas de longitud superior a 100km.

Son muchos los métodos que se han desarrollado para el cálculo de tran-
sitorios eléctricos mediante un ordenador digital. Estos métodos se pueden
dividir fundamentalmente en dos categorı́as: métodos en el dominio del
tiempo y métodos en el dominio de la frecuencia.

Dentro de los métodos en el dominio del tiempo están los que parten
directamente del circuito real, y los que parten de un circuito equivalente
resistivo. Si se parte directamente del circuito real, el objetivo es obtener un
modelo matemático que refleje fielmente el comportamiento del circuito. En
general, este modelo se puede traducir a un sistema de ecuaciones diferen-
ciales de primer orden, conocidas como ecuaciones de estado, que habrá que
resolver bien analı́ticamente o bien numéricamente.

En el segundo caso, el equivalente resistivo del circuito se ha de resolver
numéricamente. Hay muchos paquetes de software diseñados para anali-
zar transitorios eléctricos numéricamente, el más popular de los cuales se
basa en el algoritmo desarrollado por H.W. Dommel [3], que combina la
regla trapezoidal y el método de Bergeron. Este algoritmo fue el origen
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del EMTP (ElectroMagnetic Transient Program) [4] y desarrollos posterio-
res (PSCAD,...).

Los métodos en el dominio del tiempo tienen la ventaja de poder simu-
lar con cierta facilidad sistemas no lineales. Sin embargo, para sistemas stiff,
además de requerir pasos de integración pequeños pueden dar lugar a ines-
tabilidades numéricas.

Los métodos en el dominio de la frecuencia utilizan las bien conocidas
transformadas de Fourier, Laplace y la transformada Z. Una de las limita-
ciones de estos métodos es que no proporcionan una representación local
del transitorio en ambos dominios, temporal y frecuencial.

3.3 Ecuación de estado

En el dominio del tiempo, la dinámica de un circuito eléctrico lineal e
invariante en el tiempo se puede formular como un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden de coeficientes constantes. Esta formulación
tiene las siguientes ventajas:

La solución, analı́tica y numérica, de los sistemas de ecuaciones dife-
renciales de primer orden es bien conocida.

Este tipo de representación se puede extender a circuitos que varı́an
con el tiempo o bien a circuitos no lineales.

Estas ecuaciones son fáciles de programar en un computador digital
para sistemas de gran dimensión.

En un instante dado, la respuesta de circuitos puramente resistivos sólo
depende de las fuentes de excitación en dicho instante. Sin embargo, en cir-
cuitos donde, además de resistencias, hay bobinas y/o condensadores, la
respuesta en un instante depende no sólo de las fuentes de excitación en di-
cho instante sino también del estado del circuito en algún instante de tiempo
anterior t0. El estado de un circuito tiene las dos propiedades siguientes:

a) El estado y las excitaciones en cualquier instante t0 determinan de ma-
nera única los valores de todas las variables del circuito en t0.

b) El estado en cualquier instante posterior t > t0 se determina de manera
única a partir del estado en el instante t0 y de las excitaciones para
t > t0.

En resumen, el estado de un circuito incorpora toda la información nece-
saria y suficiente sobre el pasado para calcular los valores presentes y para
predecir el comportamiento futuro.
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Cada una de las componentes que conforman el estado de un circuito se
denominan variables de estado, y a su número se le llama orden de comple-
jidad. El estado de un circuito es un conjunto hı́brido de variables que puede
incluir tensiones e intensidades. Éstas son la tensión de cada condensador y
la intensidad de cada bobina, las cuales pueden utilizarse de forma directa
para expresar la energı́a almacenada en el circuito en cualquier instante. Es
decir, describen el estado de energı́a del circuito.

3.3.1 Solución explı́cita

Sea un circuito eléctrico lineal e invariante en el tiempo de orden de com-
plejidad n y caracterizado por su ecuación de estado

ẋ(t) = A · x(t) + B · u(t) ; x(0) = x0

y(t) = C · x(t) + D · u(t)
(3.1)

donde x(t) ∈ R
n es el vector de estado, y(t) ∈ R

r es el vector de salidas o
de respuestas, u(t) ∈ R

m es el vector de excitaciones, y A ∈ R
nxn, B ∈ R

nxm,
C ∈ R

rxn y D ∈ R
rxm son matrices conocidas.

La solución de (3.1) se puede expresar como [5], [6]:

y(t) = C · (xf(t) + xh(t)) + B · u(t) (3.2)

donde xf (t) es la respuesta forzada o respuesta en régimen permanente, y
xh(t) es la respuesta natural, también conocida como respuesta a entrada
cero, la cual satisface el sistema homogéneo,

ẋh(t) = Axh(t) (3.3)

sujeto a las condiciones iniciales:

xh(0) = x0 − xf(0) (3.4)

Formalmente, la solución de (3.3) se puede expresar como [7]

xh(t) = eAt · xh(0), (3.5)

donde la función exponencial de una matriz está definida mediante un desa-
rrollo en serie de potencias,

eAt =
∞∑

k=0

tk

k!
Ak (3.6)

Existen numerosos métodos [8] para obtener eAt, de forma que se pueda
obtener la solución de forma explı́cita. Este trabajo se centrará fundamen-
talmente en métodos numéricos de resolución que pueden ser aplicados de
forma fácil en los simuladores digitales de sistemas eléctricos.
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3.3.2 Solución numérica

Se han desarrollado numerosos métodos numéricos para resolver la ecua-
ción de estado, muchos de los cuales se pueden encontrar en [9], [10] y [11].
En este trabajo se ha optado por utilizar la regla trapezoidal por su estabili-
dad numérica, baja distorsión y razonable precisión entre otras cualidades.
En [12] y [13] se pueden encontrar ejemplos de aplicación de la regla trape-
zoidal para integrar numéricamente la ecuación de estado.

Aplicando la regla trapezoidal, la ecuación de estado (sistema de ecua-
ciones diferenciales de primer orden)

ẋ = Ax + Bu ; x(0) = x0 (3.7)

se convierte en el sistema de ecuaciones en tiempo discreto,

xn+1 = xn +
Δt

2
[A(xn+1 + xn) + B(un+1 + un)] (3.8)

donde xn y un son magnitudes evaluadas en t=nΔt, y Δt es el paso de in-
tegración. Agrupando de forma conveniente algunos términos de (3.8) se
obtiene,

(I − Δt

2
A)xn+1 = (I +

Δt

2
A)xn +

Δt

2
B(un + un+1) (3.9)

En consecuencia, para obtener la solución de la ecuación de estado (3.7)
es necesario realizar un proceso iterativo en el que en cada iteración se re-
suelva un sistema algebraico como el (3.9). De esta forma, se va obteniendo
el vector de estados para distintos instantes de tiempo sucesivos, x1, x2,. . ..
Obsérvese que si el paso de integración (Δt) permanece constante en todo

el proceso, (I− Δt

2
A) también permanecerá constante, de forma que de una

iteración a otra sólo variará el término independiente de (3.9). Esto hace que
la técnica de resolución con menor coste computacional sea la factorización

LU. Esta técnica tiene la ventaja de que factorizando la matriz (I − Δt

2
A) en

la primera iteración, nos sirve para el resto de iteraciones.
Ası́ pues, el proceso de resolución numérica de la ecuación de estado se

puede resumir en los siguientes pasos:

1. Antes de comenzar el proceso iterativo:

a) Obtener la factorización LU de la matriz (I − Δt

2
A) ya que, como

se ha dicho, permanece constante en todo el proceso.

2. En cada iteración:

a) Obtener el término independiente de (3.9), para lo cual se necesi-
tan los resultados de la iteración precedente.
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b) Realizar la sustitución hacia adelante y la sustitución hacia atrás
para obtener xn+1.

El número de iteraciones necesarias depende del paso de integración y
de la duración requerida del periodo transitorio:

No iteraciones =
Duración transitorio

Δt

Una vez calculado el vector xn+1, en cada paso de integración el vector
de salidas es el siguiente:

yn+1 = C · xn+1 + D · un+1 (3.10)

Ejemplo 3.1

Este ejemplo servirá para ilustrar la aplicación de la regla trapezoidal pa-
ra resolver la ecuación de estado del circuito de la Figura (3.1). Por simplici-
dad sólo interesa obtener la respuesta natural, de forma que no habrá fuen-
tes de excitación.

+ +

- -

R1 iL(t) R2

R3

L

vC1(t) vC2(t)C1 C2

1 2 3

Figura 3.1: Circuito del ejemplo 3.1

El valor de cada uno de los elementos es

R1 = R2 = R3 = 1 Ω ; L = 2 H ; C1 = C2 = 1 F

mientras que las condiciones iniciales son las siguientes:

vC1(0) = 1 V ; vC2(0) = 2 V ; iL(0) = 1 A

El objetivo es obtener la tensión en cada condensador y la intensidad
que circula por la bobina, considerando un paso de integración de 0,5 s y
una duración del transitorio de 10 s.

La ecuación de estado de dicho circuito

d

dt

⎡⎣ vC1

vC2

iL

⎤⎦ =

⎡⎣ −1
R1C1

0 −1
C1

0 −1
R3C2

1
C2

1
L

−1
L

−R2

L

⎤⎦⎡⎣ vC1

vC2

iL

⎤⎦
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la cual, sustituyendo valores, resulta:

d

dt

⎡⎣ vC1

vC2

iL

⎤⎦ =

⎡⎣ −1 0 −1
0 −1 1

0,5 −0,5 −0,5

⎤⎦⎡⎣ vC1

vC2

iL

⎤⎦
Según se ha visto, aplicando la regla trapezoidal, este sistema de ecua-

ciones diferenciales se convierte en el siguiente sistema de ecuaciones alge-
braico:⎡⎣ 1,25 0 0,25

0 1,25 0,25
−0,125 0,125 1,125

⎤⎦ xn+1 =

⎡⎣ 0,75 0 −0,25
0 0,75 0,25

0,125 −0,125 0,875

⎤⎦ xn (3.11)

siendo:
x0 =

[
1 2 1

]T
Aplicando la factorización LU, el sistema de ecuaciones (3.11) queda co-

mo sigue:⎡⎣ 1 0 0
0 1 0

−0,1 0,1 1

⎤⎦⎡⎣ 1,25 0 0,25
0 1,25 0,25
0 0 1,125

⎤⎦ xn+1 =

⎡⎣ 0,75 0 −0,25
0 0,75 0,25

0,125 −0,125 0,875

⎤⎦ xn

Una vez realizada la factorización se comienza el proceso iterativo. Co-
mo ejemplo, en la primera iteración el sistema resultante es⎡⎣ 1 0 0

0 1 0
−0,1 0,1 1

⎤⎦⎡⎣ 1,25 0 0,25
0 1,25 0,25
0 0 1,125

⎤⎦ x1 =

⎡⎣ 0,5
1,75
0,75

⎤⎦
cuya resolución pasa por aplicar la sustitución hacia adelante y la sustitu-
ción hacia atrás.

En la Figura 3.2 se representan los resultados obtenidos una vez comple-
tados los 20 pasos necesarios, acorde con el paso de integración de 0,5 s y la
duración del transitorio de 10 s.

Aprovechando este mismo ejemplo, se puede ver la influencia que tiene
sobre la precisión de la solución una variación del paso de integración. Para
ello se ha vuelto a aplicar la regla trapezoidal para dos pasos de integración
distintos, Δt=0,2 s y Δt=2 s, dando lugar a los resultados que se muestran
en las Figuras 3.3 y 3.4 respectivamente. Hay que destacar que cuando se
disminuye el paso de integración se gana en precisión. Ası́ mismo, cuando
se utiliza un paso de integración de 2 s se pierde precisión en los resultados
aunque la respuesta sigue siendo estable.
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Figura 3.2: Evolución temporal de las variables de estado (Δt=0,5 s)
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Figura 3.3: Evolución temporal de las variables de estado (Δt=0,2 s)

3.4 Método de Dommel

En esta sección se presentan los fundamentos del cálculo numérico de
procesos transitorios mediante el método de Dommel, que es la solución im-
plementada en la mayorı́a de programas dedicados a la simulación de tran-
sitorios electromagnéticos en sistemas eléctricos. Se basa en la aplicación
de la regla trapezoidal (Apéndice A), la cual es empleada en la obtención
de los modelos discretos de los elementos de un circuito representados con
parámetros concentrados, y el método de Bergeron [14], que se utiliza para
obtener el modelo discreto de una lı́nea ideal, representada con parámetros
distribuidos.

A continuación se resume la aplicación de la regla trapezoidal y el méto-
do de Bergeron en la deducción de los circuitos equivalentes de los elemen-
tos básicos de un circuito.
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Figura 3.4: Evolución temporal de las variables de estado (Δt=2 s)

3.4.1 Circuito equivalente de los elementos básicos

3.4.1.1 Resistencia

La ecuación en régimen transitorio de una resistencia (Figura 3.5) es la
siguiente:

vkm(t) = Rkmikm(t) (3.12)

Aplicando la regla trapezoidal resulta la misma expresión ya que el com-
portamiento de una resistencia no implica ninguna relación integro-diferencial
entre sus variables (vkm(t) e ikm(t)).

+ _

Rkmikm(t)

vkm(t)

k m

Figura 3.5: Circuito equivalente de una resistencia

3.4.1.2 Bobina

La ecuación en régimen transitorio de una bobina (Figura 3.6(a)) es la
siguiente:

vkm(t) = Lkm
dikm(t)

dt
(3.13)

Aplicando la regla trapezoidal con un paso de integración (Δt) constante
resulta:

ikm(t) = ikm(t − Δt) +
Δt

2Lkm
[vkm(t) + vkm(t − Δt)] (3.14)
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+ _

Lkmikm(t)

vkm(t)

k m

(a) Modelo continuo

+ _

2Lkm/Δt
ikm(t)

Ikm(t)

vkm(t)

k m

(b) Modelo discreto

Figura 3.6: Circuito equivalente de una bobina

Esta expresión se puede poner en forma compacta según

ikm(t) =
Δt

2Lkm

vkm(t) + Ikm(t) (3.15)

donde

Ikm(t) =
Δt

2Lkm
vkm(t − Δt) + ikm(t − Δt) (3.16)

es conocido como término de historia, ya que depende de los valores de ten-
sión e intensidad en un instante de tiempo (Δt) anterior.

En la Figura 3.6(b) se representa el modelo discreto que corresponde a la
relación tensión-intensidad (3.15) de una bobina.

3.4.1.3 Condensador

La ecuación en régimen transitorio de un condensador (Figura 3.7(a)) es
la siguiente:

ikm(t) = Ckm
dvkm(t)

dt
(3.17)

+ _

Ckm

ikm(t)

vkm(t)

k m

(a) Modelo continuo

+ _

Δt/2Ckmikm(t)

Ikm(t)

vkm(t)

k m

(b) Modelo discreto

Figura 3.7: Circuito equivalente de un condensador
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Aplicando la regla trapezoidal con un paso de integración (Δt) constante
resulta:

vkm(t) = vkm(t − Δt) +
Δt

2Ckm
[ikm(t) + ikm(t − Δt)] (3.18)

Esta expresión se puede poner en forma compacta según

ikm(t) =
2Ckm

Δt
vkm(t) + Ikm(t) (3.19)

donde
Ikm(t) =

−2Ckm

Δt
vkm(t − Δt) − ikm(t − Δt) (3.20)

según se ha dicho es un término de historia.
En la Figura 3.7(b) se representa el modelo discreto que corresponde a la

relación tensión-intensidad (3.19) de un condensador.

3.4.1.4 Lı́nea

Con objeto de mostrar la simplicidad del método de Dommel, en esta
sección se usa la lı́nea monofásica ideal y el modelo de la lı́nea con pérdidas
serie.

+

_

+

_

+

_

+

_

i(0, t) i(�, t)

v(0, t) v(�, t)

i(x, t) i(x + dx, t)

v(x, t) v(x + dx, t)Cdx

Ldxk m

Figura 3.8: Esquema de una lı́nea ideal monofásica

Las ecuaciones de una lı́nea monofásica ideal (sin pérdidas) son las si-
guientes ([13], [15], [16]) (Figura 3.8):

∂v(x, t)

∂x
= −L

∂i(x, t)

∂t
∂i(x, t)

∂x
= −C

∂v(x, t)

∂t

(3.21)

donde L y C son, respectivamente, la inductancia y capacidad de la lı́nea
por unidad de longitud.

Según D’Alembert [4], la solución general de dichas ecuaciones se puede
expresar de la siguiente forma:

v(x, t) = Zc [f1(x − υt) + f2(x + υt)]

i(x, t) = f1(x − υt) + f2(x + υt)
(3.22)

donde f1 y f2 son funciones de (x− υt) y (x + υt) respectivamente, siendo
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Zc =

√
L

C
la impedancia caracterı́stica de la lı́nea.

υ =
1√
LC

la velocidad de propagación de las ondas en la lı́nea.

Según el método de Bergeron [14], a partir de la solución genérica (3.22)
se pueden deducir las siguientes expresiones:

ikm(t) =
vk(t)

Zc
−
[
vm(t − τ)

Zc
+ imk(t − τ)

]
=

vk(t)

Zc
− Ikm(t)

imk(t) =
vm(t)

Zc

−
[
vk(t − τ)

Zc

+ ikm(t − τ)

]
=

vm(t)

Zc

− Imk(t)

(3.23)

donde:

Ikm(t) =

[
vm(t − τ)

Zc
+ imk(t − τ)

]
Imk(t) =

[
vk(t − τ)

Zc

+ ikm(t − τ)

] (3.24)

son los términos de historia, τ = �
√

LC es el tiempo de propagación de las
ondas, � la longitud de la lı́nea y k, m representan los extremos de dicha
lı́nea respectivamente.

La Figura 3.9 muestra el circuito equivalente de una lı́nea monofásica
ideal (sin pérdidas). Según se aprecia, gracias al método de Bergeron ha
sido posible obtener un modelo de parámetros concentrados de una lı́nea
de parámetros distribuidos.

+

_

+

_

ikm(t)

Ik(t)

imk(t)

Im(t)vk(t) vm(t)ZcZc

k m

Figura 3.9: Circuito equivalente de una lı́nea ideal

En una lı́nea real, las pérdidas que se producen en la resistencia serie
se pueden modelar ([17], [18]) conectando una resistencia de valor R�/4 en
ambos extremos de la lı́nea, y una resistencia de R�/2 en medio (Figura
3.10). Según [17], el error que se comete con este modelo es aceptable si
R� << Zc.
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+

_

+

_

ikm imk

vk vm

R�/2R�/4 R�/4

�/2�/2

k m

Figura 3.10: Lı́nea con pérdidas serie

A partir de este modelo de la lı́nea con pérdidas se puede obtener el
circuito equivalente mostrado en la Figura 3.11, donde [19]:

Ik(t) =

(
1 + h

2

)[
1

Z
vk(t − τ) + hik(t − τ)

]
+

(
1 − h

2

)[
1

Z
vm(t − τ) + him(t − τ)

] (3.25)

Im(t) =

(
1 + h

2

)[
1

Z
vk(t − τ) + hik(t − τ)

]
+

(
1 − h

2

)[
1

Z
vm(t − τ) + him(t − τ)

] (3.26)

y

Z = Zc +
R�

4
; h =

Zc − R�/4

Zc + R�/4
(3.27)

+

_

+

_

ikm(t)

Ik(t)

imk(t)

Im(t)vk(t) vm(t)

k m

ZZ

Figura 3.11: Circuito equivalente de una lı́nea con pérdidas serie

3.4.2 Procedimiento de resolución de redes lineales

Según se ha visto en la sección anterior, la regla trapezoidal y el méto-
do de Bergerón han servido para convertir las ecuaciones diferenciales de
los componentes de una red en ecuaciones algebraicas que relacionan ten-
siones, intensidades y “términos de historia”. A partir de estas ecuaciones



Capı́tulo 3. Transitorios electromagnéticos 27

algebraicas se han obtenido unos circuitos equivalentes que constan de re-
sistencias, de valor constante si Δt es fijo, y fuentes de intensidad, cuyo
valor hay que actualizarlo en cada paso de integración.

Generalmente, el método utilizado para resolver la red resultante, una
vez sustituido cada elemento por su circuito equivalente, se basa en las
ecuaciones nodales.

3.4.2.1 Ecuaciones nodales

En notación matricial, la ecuación nodal de la red, una vez sustituido
cada elemento por su equivalente, es:

Gv(t) = i(t) − I(t) (3.28)

donde:

G es la matriz, simétrica y constante (Δt fijo), de conductancias nodales.

v(t) es el vector de las tensiones nodales.

i(t) es el vector de las fuentes externas de intensidad.

I(t) es el vector de las fuentes de intensidad que representan a los “térmi-
nos de historia”.

En una circuito real, es frecuente que haya fuentes de tensión conectadas
entre algún nudo y tierra, en cuyo caso la tensión de dichos nudos es conoci-
da. En tal circunstancia se puede reducir el orden de las ecuaciones (3.28) de
forma que sólo aparezcan en el vector v(t) aquellos nudos cuya tensión sea
desconocida. Dividiendo los nudos de la red en dos conjuntos, el A, cuyas
tensiones son desconocidas, y el B, cuyas tensiones son conocidas, entonces
la ecuación nodal (3.28) se puede expresar como sigue [4], [20], [15]:[

GAA GAB

GBA GBB

] [
vA(t)
vB(t)

]
=

[
iA(t)
iB(t)

]
−
[

IA(t)
IB(t)

]
(3.29)

A partir de (3.29), las tensiones nodales desconocidas se pueden obtener
resolviendo la siguiente ecuación matricial:

GAAvA(t) = iA(t) − IA(t) − GABvB(t) (3.30)

Adicionalmente, una vez obtenidas las tensiones de los nudos A, la in-
tensidad que circula por cada fuente de tensión se puede calcular a partir
de la ecuación:

iB = GBAvA(t) + GBBvB(t) + IB(t) (3.31)
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3.4.2.2 Proceso de cálculo

La solución obtenida resolviendo el sistema de ecuaciones (3.30), además
de ser sólo válida para un instante de tiempo t, depende de la historia del
circuito a través del vector IA(t). Para obtener la solución en un intervalo de
tiempo será necesario resolver el sistema (3.30) tantas veces como el paso de
integración (Δt) esté contenido en el intervalo considerado. En este senti-
do habrá que realizar un proceso iterativo partiendo de unas determinadas
condiciones iniciales al principio del intervalo. El procedimiento general de
resolución se puede resumir en los siguientes pasos:

1. Antes de comenzar el proceso iterativo:

a) Calcular las matrices: GAA y GAB, cuyos coeficientes permanecen
constantes durante todo el proceso iterativo si Δt es fijo.

b) Efectuar la factorización LU de la matriz simétrica GAA.

2. En cada iteración:

a) Actualizar el vector IA(t), que representa la historia pasada de
cada componente, a partir de los resultados obtenidos en la itera-
ción anterior, es decir en (t − Δt).

b) Actualizar los vectores correspondientes a las fuentes externas:
iA(t), vB(t).

c) Efectuar las operaciones necesarias para obtener el segundo miem-
bro de (3.30).

d) Realizar la sustitución hacia adelante (forward) y la sustitución
hacia atrás (backward) para obtener vA(t).

Hay que indicar que la selección del paso de integración puede ser crı́ti-
ca. Por ejemplo, en un sistema donde se produce un fenómeno resonante si
se simula con un paso de integración de 50 o 100ms se puede no detectar el
fenómeno, mientras que si el paso de integración es de 10ms, se detectarı́a
con seguridad. Una posibilidad de comprobar si es válido un determina-
do paso de integración es reducir el paso y comparar los resultados con los
que se han obtenido en una simulación anterior con un paso de integración
mayor. Si se detecta un cambio apreciable en torno a la frecuencia de reso-
nancia, entonces el paso de integración era demasiado grande.
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Ejemplo 3.2

Partiendo del mismo circuito del ejemplo 3.1 (Figura 3.1), el objetivo es
obtener la tensión en cada condensador y la intensidad que circula por la
bobina, utilizando el método de Dommel y considerando un paso de inte-
gración de 0,5 s y una duración del transitorio de 10 s.

El primer paso es obtener el esquema resultante (Figura 3.12) de consi-
derar el circuito equivalente de cada componente del circuito.

+

-

+ -

+

-

R1 iL(t)

vL(t)

R2

R3

2L/Δt

vC1(t)

iC1(t) iC2(t)

vC2(t)
Δt
2C1

Δt
2C2

IL(t)

IC1(t) IC2(t)

1 2 3

Figura 3.12: Circuito equivalente del ejemplo 3.2

Aplicando el método de nudos se obtiene el siguiente sistema de ecua-
ciones:⎡⎢⎣

1
R1

+ 2C1

Δt
+ Δt

2L
−Δt
2L

0
−Δt
2L

1
R2

+ Δt
2L

−1
R2

0 −1
R2

1
R2

+ 2C2

Δt
+ 1

R3

⎤⎥⎦
⎡⎣ vC1(t)

v2(t)
vC2(t)

⎤⎦ =

⎡⎣ −IC1(t) − IL(t)
IL(t)

−IC2(t)

⎤⎦
siendo

IL(t) =
Δt

2L
vL(t − Δt) + iL(t − Δt)

IC1(t) =
−2C1

Δt
vC1(t − Δt) − iC1(t − Δt)

IC2(t) =
−2C2

Δt
vC2(t − Δt) − iC2(t − Δt)

Por otra parte, del circuito de la Figura 3.12 se pueden deducir las ex-
presiones necesarias para obtener la tensión e intensidad en la bobina y las



30 3.4. Método de Dommel

intensidades por los condensadores:

iL(t) =
1

R2
(v2(t) − vC2(t))

vL(t) = vC1(t) − R2iL(t) − vC2(t)

iC1(t) = −iL(t) − vC1(t)

R1

iC2(t) = iL(t) − vC2(t)

R3

(3.32)

Ahora se inicia un proceso iterativo, obteniendo las variables solicitadas
(vC1, vC2, iL) en los instantes de tiempo Δt, 2Δt,.... Como ejemplo, se va a
desarrollar la 1a iteración, en la cual el sistema que hay que resolver es:⎡⎣ 5,125 −0,125 0

−0,125 1,125 −1
0 −1 6

⎤⎦⎡⎣ vC1(Δt)
v2(Δt)
vC2(Δt)

⎤⎦ =

⎡⎣ −IC1(Δt) − IL(Δt)
IL(Δt)

−IC2(Δt)

⎤⎦ (3.33)

donde IC1(Δt), IC2(Δt) e IL(Δt) se obtienen a partir de las condiciones ini-
ciales

vC1(0) = 1 V ; vC2(0) = 2 V ; iL(0) = 1 A (3.34)

y de las expresiones (3.32) particularizadas para t=0:

vL(0) = vC1(0) − R2iL(0) − vC2(0) = −2 V

iC1(0) = −iL(0) − vC1(0)

R1
= −2 A

iC2(0) = iL(0) − vC2(0)

R3

= −1 A

En consecuencia:

IL(Δt) =
Δt

2L
vL(0) + iL(0) = 0,75 A

IC1(Δt) =
−2C1

Δt
vC1(0) − iC1(0) = −2 A

IC2(Δt) =
−2C2

Δt
vC2(0) − iC2(0) = −7 A

Resolviendo el sistema (3.33) se obtienen las tensiones nodales

vC1(Δt) = −0,375 V ; v2(Δt) = 0,125 V ; vC2(Δt) = 0,375 V

a partir de las cuales se puede calcular la intensidad por la bobina

iL(Δt) =
1

R2
(v2(Δt) − vC2(Δt)) = −0,25 A
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y las restantes variables que se usarán en la siguiente iteración:

vL(Δt) = vC1(Δt) − R2iL(Δt) − vC2(Δt) = −0,5 V

iC1(Δt) = −iL(Δt) − vC1(Δt)

R1
= 0,625 A

iC2(Δt) = iL(Δt) − vC2(Δt)

R3
= −0,625 A

Los resultados obtenidos tras completar todas las iteraciones coinciden
exactamente con los que se obtuvieron en el ejemplo 3.1 mediante la inte-
gración numérica de la ecuación de estado, aplicando la regla trapezoidal.

Ejemplo 3.3

Con este ejemplo se pretende mostrar cómo se trabaja cuando en un cir-
cuito eléctrico aparecen lı́neas de transmisión. El sistema eléctrico de parti-
da se muestra en la Figura 3.13. Es un sistema de 220 kV formado por una
carga resistiva de Rr=96 Ω, una fuente de tensión con Rs=2 Ω, Ls=0.06H,
y una lı́nea de transmisión de 100 km con R=0.07Ω/km, L=10−3 H/km,
C=12·10−9 F/km. La conductancia paralelo de la lı́nea será despreciada.

+

_

+

_

+
-

is(t) ir(t)

vs(t) vr(t)

LsRs

vf (t) Rr

s r

Figura 3.13: Sistema eléctrico del ejemplo 3.3

Inicialmente, la lı́nea se encuentra en régimen permanente alimentada
por una fuente de tensión sinusoidal de 50 Hz, vf(t) = 220

√
2 sin(100πt)kV.

En el instante t = 20ms se da la orden de apertura al interruptor, abriendo
efectivamente sus contactos en el siguiente paso por cero de la corriente
(t = t0). Se trata de obtener la evolución de la tensión al principio y al final
de la lı́nea durante un periodo de 5ms tras la apertura del interruptor y con
un paso de integración de Δt=1 · 10−5 s.

Para t ≤ t0, la tensión e intensidad de la carga se han obtenido analizan-
do el sistema en régimen permanente,

vr(t) = 259,2 sin(100πt − 0,45) kV
ir(t) = −2700 sin(100πt − 0,45) A

(3.35)
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igualmente se ha obtenido la tensión e intensidad al principio de la lı́nea

vs(t) = 289,43 sin(100πt − 0,15) kV
is(t) = 2686 sin(100πt − 0,41) A

(3.36)

El instante de tiempo en el que se produce la apertura efectiva del inte-
rruptor se calcula de la siguiente forma:

is(t0) = 2686 sin(100πt0 − 0,41) = 0 ⇒ t0 = 21,3 ms

Una vez que el interruptor ha abierto efectivamente sus contactos, el mo-
delo discreto del sistema resultante se muestra en la Figura 3.14.

+

_

+

_
Z Z

is(t)

Is(t)

ir(t)

Ir(t)vs(t) vr(t) Rr

s r

Figura 3.14: Modelo discreto una vez abierto el interruptor

Aplicando el método de nudos se obtiene el siguiente sistema de ecua-
ciones: [

1
Z

0
0 1

Z
+ 1

Rr

] [
vs(t)
vr(t)

]
=

[
Is(t)
Ir(t)

]
que, una vez resuelto, permite obtener la intensidad por la carga ir(t), la
cual se necesitará en el instante t + τ :

ir(t) =
−vr(t)

Rr
(3.37)

Los términos de historia Is(t) y Ir(t) se obtienen según (3.25) y (3.26):[
Is(t)
Ir(t)

]
=

[
(1+h)
2Z

h(1+h)
2

(1−h)
2Z

h(1−h)
2

] [
vr(t − τ)
ir(t − τ)

]
+

[
(1−h)

2Z
h(1−h)

2
(1+h)

2Z
h(1+h)

2

][
vs(t − τ)
is(t − τ)

]
donde

Z = Zc +
R�

4
; h =

Zc − R�/4

Zc + R�/4
; τ = �

√
LC

que para este caso particular toman los siguientes valores:

Zc = 288,67 Ω ; Z = 290,43 Ω ; h = 0,9879 ; τ = 3,5 · 10−4 s

Ahora se inicia un proceso iterativo, para obtener las tensiones al prin-
cipio y al final de la lı́nea (vs, vr) en los instantes de tiempo t0 + Δt, t0 +
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2Δt,....,t0 +5ms. Para resolver la primera iteración es necesario calcular pre-
viamente los términos de historia en el instante t = t0 + Δt, para lo cual hay
que conocer el valor de vs, is, vr e ir en el instante t = t0 + Δt − τ :

vs(t0 + Δt − τ) = 289,43 sin(100π(t0 + Δt − τ) − 0,15) = 43,71 kV
is(t0 + Δt − τ) = 2686 sin(100π(t0 + Δt − τ) − 0,41) = −290,61 A

vr(t0 + Δt − τ) = 259,2 sin(100π(t0 + Δt − τ) − 0,45) = −38,33 kV
ir(t0 + Δt − τ) = −2700 sin(100π(t0 + Δt − τ) − 0,45) = 399,23 A

De esta forma:[
Is(t0 + Δt)
Ir(t0 + Δt)

]
=

[
3,44 · 10−3 0,9819
2,08 · 10−5 5,98 · 10−3

] [ −38,33 · 103

399,23

]
+

[
2,08 · 10−5 5,98 · 10−3

3,44 · 10−3 0,9819

] [
43,71 · 103

−290,61

]
=

[
259,32
−133,40

]
Una vez calculados los términos de historia se resuelven las ecuaciones

nodales: [
3,44 · 10−3 0

0 1,39 · 10−2

] [
vs(t0 + Δt)
vr(t0 + Δt)

]
=

[
259,32
−133,40

]
proporcionando las tensiones al principio y al final de la lı́nea para el ins-
tante t0 + Δt:

vs(t0 + Δt) = 75,38 kV ; vr(t0 + Δt) = −9,6 kV

A su vez, esto permite obtener la intensidad por la carga, la cual se nece-
sitará en el instante t0 + Δt + τ :

ir(t0 + Δt) =
−vr(t0 + Δt)

Rr
= 100 A

Para t ≥ t0 la intensidad is es cero.
Una vez ilustrada la primera iteración, para el resto de iteraciones, hasta

completar el tiempo de simulación de 5 ms, se procede del siguiente modo:

1. Se calculan los términos de historia a partir de los valores de vs, is, vr

e ir en un instante τ s anterior.

2. Se resuelven las ecuaciones nodales, obteniendo las tensiones al prin-
cipio y al final de lı́nea. Ası́ mismo se obtiene la intensidad por la car-
ga.
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3. Se aumenta el tiempo de simulación en Δt, y se comprueba si se ha
superado el tiempo máximo de simulación. En caso afirmativo se para
el proceso, en caso contrario se regresa al paso 1.

En las Figuras 3.15(a) y 3.15(b) se representan los valores obtenidos de
la tensión al principio y al final de la lı́nea una vez completadas todas las
iteraciones.
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(a) Tensión al principio de la lı́nea.
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(b) Tensión al final de la lı́nea.

Figura 3.15: Resultados obtenidos aplicando el método de Dommel

3.5 Resumen

En general, el cálculo de transitorios electromagnéticos de redes eléctri-
cas de gran dimensión se realiza mediante técnicas numéricas salvo en si-
tuaciones con una topologı́a muy particular en la que se puede aplicar la
resolución analı́tica de la ecuación de estado.

A continuación se hará una breve reseña de las técnicas numéricas des-
critas en las secciones anteriores:

En la primera de las técnicas se integra numéricamente la ecuación
de estado, con el inconveniente de que hay que formular dicha ecua-
ción, es decir, construir la matriz A, lo cual en el caso de redes de gran
dimensión puede consumir mucho tiempo y memoria. Sin embargo,
su integración mediante la regla trapezoidal se reduce simplemente a
aplicar las técnicas bien conocidas de resolución de sistemas lineales.
Por otro lado, este método no es aplicable cuando en la red hay lı́neas
de transmisión largas, ya que no se pueden incluir directamente en la
ecuación de estado. En tal caso se puede modelar la lı́nea de transporte
conectando varios circuitos de parámetros concentrados.
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La segunda de las técnicas es el método de Dommel, basado en la in-
tegración numérica de cada una de las ecuaciones de los elementos
básicos de la red, y en la aplicación del método de Bergeron para ele-
mentos de parámetros distribuidos. Sus principales ventajas son su
simplicidad (la red se modela con resistencias y fuentes de intensidad
de forma que su matriz de admitancias nodales es fácil de construir) y
su robustez ya que hace uso de la regla trapezoidal, que es numérica-
mente estable. Sin embargo, también tiene algunas desventajas como
son:

• Cambiar el paso de integración durante la ejecución del método
resulta costoso, ya que las resistencias han de ser recalculadas en
cada paso, lo que implica volver a obtener la matriz de admitan-
cias nodales.

• La matriz de admitancias nodales está mal condicionada. El valor
de la resistencia que modela a cada condensador es proporcional
al paso de integración, mientras que la que modela a cada bobina
es inversamente proporcional al paso de integración. Esto puede
dar lugar a inestabilidades numéricas.

• La solución del transitorio electromagnético no es una función
explı́cita del tiempo, lo cual motiva un tratamiento posterior para
poder extraer la información que se requiera en cada caso.

Según Dommel [4], existe la sospecha de que el resultado que produ-
ce su método es idéntico al que se obtiene aplicando la regla trapezoidal a
la ecuación de estado de la red. En los ensayos realizados sobre el mismo
circuito, dicha sospecha ha podido ser corroborada experimentalmente.
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Capı́tulo 4

Análisis de sistemas continuos y
discretos

En este capı́tulo se exponen los distintos métodos de representación de
un sistema continuo y discreto tanto en el dominio del tiempo como en el
dominio frecuencial. Es un capı́tulo que sirve de base para el desarrollo de
los equivalentes dependientes de la frecuencia, que se verán en el capı́tulo
5.

En primer lugar se expondrá brevemente la formulación mediante la
transformada s y la transformada Z, para posteriormente pasar a descri-
bir los distintos métodos para transformar una función del dominio s al
dominio z, ası́ como para pasar del dominio z al dominio temporal.

4.1 Introducción

Un sistema eléctrico de potencia es básicamente un sistema continuo con
la excepción de algunos elementos auxiliares como por ejemplo los contro-
ladores digitales. Por otro lado, las simulaciones realizadas en un ordenador
personal son por su propia naturaleza procesos discretos de forma que solo
proporcionan la solución a las ecuaciones diferenciales y algebraicas impli-
cadas en una serie de instantes de tiempo.

La representación discreta de un sistema siempre se puede expresar co-
mo una ecuación en diferencias, donde las salidas para un instante de tiem-
po se obtienen a partir de las salidas en instantes de tiempo anteriores y las
entradas presentes y pasadas. Por tanto, la representación digital se puede
sintetizar y analizar de forma similar a un sistema discreto.

Hay que tener muy presente que para simular cualquier sistema en un
ordenador, cuya naturaleza es inherentemente digital, lo mas conveniente
es obtener una ecuación en diferencias similar a la obtenida en el capı́tulo 3
mediante la integración numérica.

A continuación se describe la relación entre los métodos en el dominio

37
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del tiempo y los métodos en el dominio de la frecuencia, tanto para el caso
continuo como para el caso discreto. Este tipo de relaciones serán de gran
utilidad en el desarrollo de equivalentes externos y su posterior incorpo-
ración a un programa de simulación, que por su naturaleza es un sistema
discreto. Para facilitar la comprensión, en la Figura 4.1 se han representado
dichas relaciones, las cuales se comentaran seguidamente.

Dominio del tiempo Dominio de la frecuencia

y = f(u, x, ẋ, ẍ, . . .) H(s) = Y (s)
U(s)

yk +
∑n

i=1 biyk−1 =
∑m

i=0 aiuk−1 d(z) · Y (z) = n(z) · U(z)

z = esΔt

s ≈ 2
Δt

(
1−z−1

1+z−1

)

S&H

Integración numérica

Continuo

Discreto

L[h(t)]

L−1[H(s)]

Z[h(nt)]

Z−1[H(z)]

Figura 4.1: Relaciones entre dominios.

En el dominio del tiempo, una función continua se puede expresar como
una ecuación diferencial de elevado orden o bien como un sistema de ecua-
ciones diferenciales de primer orden (por simplicidad, en la Figura 4.1 solo
no se ha representado el sistema de ecuaciones). Esta ecuación diferencial se
puede representar en el dominio del tiempo discreto mediante la aplicación
de alguna técnica de integración numérica como por ejemplo la regla trape-
zoidal A, forward rectangular, backward rectangular, etc. Ası́ se obtiene la
expresión que relaciona la salida en un instante de tiempo con la salida y la
entrada en instantes de tiempo anteriores, dando lugar a una formulación
de tipo recursivo. Este proceso de integración numérica equivale al proceso
de muestreo necesario para convertir una señal en el dominio del tiempo
continuo al dominio del tiempo discreto. El proceso inverso, convertir una
señal de tiempo discreto a tiempo continuo se realiza mediante técnicas de
S&H (Sample and Hold).

Una función continua se puede expresar en el dominio de la frecuencia
(plano s) mediante la aplicación de la transformada de Laplace. Esta fun-
ción en el plano s se puede transformar al dominio z mediante alguna ecua-



Capı́tulo 4. Análisis de sistemas continuos y discretos 39

ción que relacione s con z, como por ejemplo la técnica “Root-matching”,
la transformación bilineal, etc. De igual forma, la conversión de una fun-
ción en el dominio z al domino s se realiza teniendo en cuenta la relación:
z = esΔt.

La transformada z representa el mismo papel en el análisis de señales
y sistemas discretos LTI que la transformada de Laplace en el análisis de
señales y sistemas continuos LTI. Finalmente, la transformada Z y la trans-
formada inversa Z−1 se usan, respectivamente, para transformar una ecua-
ción en diferencias en una función de transferencia en el dominio z y vice-
versa.

Es necesario destacar que las técnicas de transformación constituyen una
importante herramienta en el análisis de señales y sistemas lineales e inva-
riantes en el tiempo (LTI).

4.2 Transformada s

Un sistema continuo se puede expresar mediante una función de trans-
ferencia en el dominio s según

Y (s) =
I(s)

U(s)
=

a0 + a1s + a2s
2 + . . . + amsm

1 + b1s + b2s2 + . . . + bpsp
(4.1)

donde m ≤ p, y s es la frecuencia compleja s = σ + jω. Es bien conocido que
Y (s) es la transformada de Laplace de la respuesta impulsional de la red
externa. Con esta forma de función de red se incluye la dependencia de la
frecuencia de numerosos elementos de la red como por ejemplo las lı́neas.

Ası́, Y (s) será una combinación de las funciones de transferencia de los
elementos que forman parte del sistema externo. Elementos de parámetros
concentrados dan lugar a funciones de transferencia racionales, sin embargo
las lı́neas de transporte producen funciones transcendentales, hiperbólicas,
debido a su carácter distribuido. De esta forma, Y (s) será en general una
función transcendente cuya obtención de forma analı́tica resulta una tarea
prácticamente inviable [21]. Cabe la posibilidad de aproximar las funciones
hiperbólicas como una función racional con un número suficiente de polos,
o bien acudir a la simulación para obtener la respuesta en frecuencia para,
posteriormente, aproximarla mediante una función racional. Este será uno
de los puntos importantes en el desarrollo de redes equivalentes dependien-
tes de la frecuencia y en particular de los equivalentes externos.

Cuando el orden de Y (s) es elevado, es conveniente descomponer la
ecuación (4.1) en fracciones simples:

Y (s) =
I(s)

U(s)
=

Nr∑
k=1

Rk

s − λk
+

Nc∑
k=1

(
R̂k

s − λ̂k

+
R̂∗

k

s − λ̂∗
k

)
+ D (4.2)
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donde Rk y R̂k son los residuos, λk (k = 1, . . . , Nr) son los polos reales y λ̂k

(k = 1, . . . , Nc) son los polos complejos conjugados, y

D =

{
am si m = p
0 si m < p

Con objeto de eliminar la aritmética compleja de (4.2), se pueden reagru-
par los términos complejos conjugados obteniendo lo siguiente:

Y (s) =
I(s)

U(s)
=

Nr∑
k=1

Rk

s − λk
+

Nc∑
k=1

2 · Re[Rk] · s − 2 · Re[R̂k · λ̂∗
k]

s2 − 2 · Re[λ̂k] · s + |λ̂k|2
+ D (4.3)

Esta representación tiene, además, las siguientes ventajas:

1. La conversión al dominio del tiempo continuo es inmediata.

y(t) = L−1[Y (s)] =
∑

k

Rk · eλkt + D · δ(t) (4.4)

2. La reducción del sistema es mas sencilla, ignorando aquellos modos
que tengan los residuos mas pequeños.

3. Permite identificar la función racional del sistema a partir de la infor-
mación incluida en la respuesta del sistema a alguna fuente de excita-
ción. Esto es muy útil para la identificación del sistema en el dominio
del tiempo.

4. Hace posible el uso del método de Prony, que constituye una herra-
mienta importante para el análisis de señales en el dominio del tiem-
po.

4.3 Transformada Z

Un sistema discreto se puede expresar en el dominio z según

Y (z) =
I(z)

U(z)
=

a0 + a1z
−1 + a2z

−2 + . . . + amz−m

1 + b1z−1 + b2z−2 + . . . + bpz−p
(4.5)

donde m ≤ p.
Si Y (z) es tal que ai=0 para i = 1, 2, . . . , m pero a0 �= 0, entonces se tiene

un modelo autoregresivo (AR), de forma que la salida actual depende de la
salida en instantes de tiempo anteriores y solo de la entrada actual. Es decir,
la salida no depende de la entrada en instantes de tiempo anteriores.

Si bi=0 para i = 1, 2, . . . , n, entonces se tiene un modelo de media móvil
(MA), de forma que la salida actual es un promedio de la entrada actual y en
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instantes de tiempo anteriores, no dependiendo de la salida en instantes de
tiempo anteriores. En el tratamiento digital de señales este tipo de sistemas
corresponde a los filtros FIR (Finite Impulse Response).

En un caso genérico, en el que existan polos y ceros, (4.5) representa un
modelo ARMA, el cual se corresponde con los filtros IIR (Infinite Impulsive
Response). Ası́, a partir de (4.5):

U(z) ·(a0 +a1z
−1+a2z

−2+ . . .+amz−m) = I(z) ·(1+b1z
−1+b2z

−2+ . . .+bpz
−p)

(4.6)
Reordenando términos

I(z) = −I(z)·(b1z
−1+b2z

−2+. . .+bpz
−p)+U(z)·(a0+a1z

−1+a2z
−2+. . .+amz−m)

(4.7)
Transformando la expresión (4.7) al dominio del tiempo mediante la

transformada inversa z (z−1) resulta

i(k) = − [b1 · i(k − 1) + b2 · i(k − 2) + . . . + bp · i(k − p)]

+ [a0 · u(k) + a1 · u(k − 1) + a2 · u(k − 2) + . . . + am · u(k − m)]
(4.8)

Reordenando convenientemente los términos de (4.8) se obtiene la si-
guiente relación

i(k) = a0 · u(k) + [a1 · u(k − 1) + a2 · u(k − 2) + . . . + am · u(k − m)]

− [b1 · i(k − 1) + b2 · i(k − 2) + . . . + bp · i(k − p)]
(4.9)

Según se observa, la salida en el instante k depende de la entrada en el
mismo instante y de la entrada y salida en instantes de tiempo anteriores.
En este sentido, al conjunto de todos los términos relacionados con instantes
de tiempo anteriores se le denomina término de historia. Ası́

i(k) = a0 · u(k) + Historia (4.10)

En relación con los sistemas eléctricos, este tipo de ecuación tiene la ven-
taja de que se puede representar mediante un equivalente Norton o con
ciertas modificaciones mediante un equivalente Thevenin.

La respuesta dinámica de un sistema discreto viene determinada por la
ubicación de los polos, los cuales deben estar situados dentro del circulo
unidad del plano z si el sistema es estable.

4.4 Métodos de transformación del dominio s al
dominio z

Una vez hallada la función de transferencia en el dominio s, el objetivo
ahora es transformarla al dominio z, a partir de la cual se obtiene la ecuación
en diferencias tal y como se ha descrito en el apartado anterior.

Básicamente se usan dos métodos: la transformación bilineal y el método
root-matching.
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4.4.1 Transformación bilineal

La relación entre s y z es la siguiente [22], [23]:

z = esΔt ⇐⇒ z−1 = e−sΔt (4.11)

Expresando e−sΔt como dos funciones exponenciales y usando un desa-
rrollo en serie se obtiene lo siguiente:

z−1 = e−sΔt =
e−sΔt

2

esΔt
2

≈ 1 − sΔt
2

1 + sΔt
2

(4.12)

Despejando s y reordenando términos

s ≈ 2

Δt
· (1 − z−1)

(1 + z−1)
(4.13)

se obtiene la relación buscada.
Es fácil probar que la aproximación bilineal produce la misma ecuación

en diferencias que el uso de la regla trapezoidal como método de integración
numérica para transformar un sistema del dominio de tiempo continuo al
dominio de tiempo discreto [23].

Ejemplo 4.1

En este ejemplo se obtendrá la ecuación en diferencias de una bobina
ideal mediante el uso de la regla trapezoidal y mediante la transformación
bilineal.

La ecuación que define el comportamiento de una bobina ideal es la si-
guiente:

v(t) = L
di(t)

dt
(4.14)

Aplicando la regla trapezoidal con un paso de integración (Δt) constante
resulta:

ik = ik−1 +
Δt

2L
[vk + vk−1] (4.15)

Transformando la relación (4.14) al dominio s resulta:

U(s) = Ls · I(s)

Usando la transformación bilineal (4.13) se obtiene la ecuación de la bo-
bina en el dominio z

U(z) = L · 2

Δt
· (1 − z−1)

(1 + z−1)
· I(z)

a partir de la cual es fácil comprobar que da lugar a la misma ecuación en
diferencias que (4.15).
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Ejemplo 4.2

En este ejemplo se obtendrá la ecuación en diferencias de un sistema de
primer orden mediante la transformación bilineal.

Sea el siguiente sistema de primer orden definido por la función de trans-
ferencia:

I(s)

U(s)
=

R

s + p

Usando la transformación bilineal (4.13)

I(z)

U(z)
=

R · (1 + z−1)

( 2
Δt

+ p) · (p − 2
Δt

) · z−1

a partir de la cual se obtiene la ecuación en diferencias

ik =
1(

p + 2
Δt

) [R (uk + uk−1) −
(

p − 2

Δt

)
· ik−1

]
(4.16)

4.4.2 Root-matching o transformación z adaptada

El propósito de este método es hacer corresponder los polos y ceros del
plano de Y (s) directamente con con polos y ceros en el plano z. Esto asegura
que la ecuación en diferencias que se obtenga sea apropiada para simular el
sistema correctamente.

Mientras que la estabilidad en el dominio s está asegurada si los po-
los están ubicados en el semiplano izquierdo, en el caso del plano z dicha
estabilidad está asegurada si los polos se ubican en el interior del circulo
unidad.

Para asegurar que una ecuación en diferencias sea adecuada para simu-
lar un sistema continuo, los polos, ceros y el valor final de dicha ecuación
deben ajustarse a los correspondientes al sistema real. Si se cumplen estas
condiciones la ecuación en diferencias será intrı́nsecamente estable, siempre
que el sistema real sea estable, independientemente del paso de integración.

La ecuación en diferencias generada por este método da lugar a fun-
ciones exponenciales ya que se usa la relación z−1 = e−sΔt en vez de una
aproximación (como ocurrı́a en la aproximación bilineal). Sea la admitancia
Y (s) expresada en forma factorizada [24]

Y (s) =

∏p
k=1(s − zk)∏p
k=1(s − pk)

(4.17)
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donde zk y pk son, respectivamente, los ceros y los polos. Entonces Y (z) es

Y (z) =

∏p
k=1(1 − ezkT z−1)∏p
k=1(1 − epkT z−1)

(4.18)

donde T es el periodo de muestreo. Ası́, cada factor de la forma (s − a) en
Y (s) se corresponde con el factor (1−eaT z−1) en Y (z). Esta correspondencia
se denomina transformación z adaptada.

Para preservar la caracterı́stica de respuesta en frecuencia de Y (s), el in-
tervalo de muestreo, T , se debe seleccionar apropiadamente para ubicar los
polos y los ceros en las posiciones equivalentes del plano z. De esta forma,
el aliasing se debe evitar seleccionando T suficientemente pequeño [24].

La aplicación de este método requiere seguir los siguientes pasos [23],
[25]:

1. Todos los polos y ceros de H(s) se convierten al dominio z usando
la relación z = esΔt. De esta forma se asegura que los polos y ceros se
ubican en el lugar correcto. También es necesario añadir una constante
para permitir el ajuste del valor final.

2. Calcular el valor final de H(s) ante una entrada en escalón usando el
teorema del valor final.

3. Calcular el valor final de H(z) ante una entrada en escalón y ajustar la
constante a su valor correcto.

4. Añadir ceros extras dependiendo del tipo de variación que se haya
supuesto entre los puntos de la solución.

5. Escribir la ecuación resultante en el dominio z en la forma de una ecua-
ción en diferencias.

El valor final de H(s) no debe ser cero para permitir el ajuste de la cons-
tante en la función H(z). En el caso de que sea cero entonces se usa otro tipo
de función de entrada como por ejemplo una rampa.

La ventaja mas importante de este método es que elimina los errores de
truncamiento, y por tanto las oscilaciones numéricas, independientemente
del tamaño de paso usado.

Ejemplo 4.3

Se trata de obtener la ecuación en diferencias del sistema de primer or-
den

Y (s) =
I(s)

U(s)
=

R

s + p

usando la transformación z adaptada.
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El polo de Y (s) en s = −p se convierte en un polo de Y (z) en e−pΔt, por
tanto:

Y (z) =
I(z)

U(z)
=

k

z − e−pΔt

Para calcular el valor de k hay que calcular el valor final de I(s) e I(z)
ante una entrada en escalón:

ĺım
s→0

sI(s) = ĺım
s→0

sU(s)Y (s) = ĺım
s→0

s · 1

s
· R

s + p
=

R

p

ĺım
z→1

(z−1)I(z) = ĺım
z→1

(z−1)U(z)Y (z) = ĺım
z→1

(z−1)· z

z − 1
· k

z − e−pΔt
=

k

1 − e−pΔt

Igualando términos se obtiene el valor de k:

R

p
=

k

1 − e−pΔt
=⇒ k =

R · (1 − e−pΔt)

p

Por tanto:

Y (z) =
I(z)

U(z)
=

R · (1 − e−pΔt)

p
· 1

z − e−pΔt
=

R · (1 − e−pΔt)

p
· z−1

1 − z−1e−pΔt

La ecuación en diferencias asociada es la siguiente:

ik =
R · (1 − e−pΔt)

p
· uk−1 + e−pΔt · ik−1
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Capı́tulo 5

Equivalentes de red dependientes
de la frecuencia (FDNE)

El objetivo fundamental de este capı́tulo es analizar los diversos métodos
desarrollados en la literatura especializada para modelar el comportamien-
to de un sistema eléctrico en un rango de frecuencias determinado.

5.1 Introducción

En muchos de los estudios transitorios que se realizan para el cálculo
de sobretensiones en coordinación de aislamiento, para evaluar la respuesta
dinámica de sistemas AC/DC o para la evolución del sistema en instan-
tes posteriores a una determinada falta, la zona de estudio se reduce a una
pequeña parte del sistema de potencia. Además, la mayorı́a de estos estu-
dios se realizan de forma repetitiva variando algún parámetro. En este senti-
do, trabajar con una representación detallada del sistema eléctrico completo
puede ser prohibitivo desde el punto de vista de los requerimentos de cálcu-
lo y de la consecuente necesidad de recursos computacionales, sobre todo
cuando el sistema es de gran dimensión. En estos casos, el uso de un equiva-
lente adecuado que modele parte de la red reducirá la complejidad de la red
de forma significtiva y consecuentemente el tiempo de estudio. Es usual de-
nominar red externa a la porción del sistema de potencia que será sustituido
por un FDNE (Frequency-Dependent Network Equivalent).

Un equivalente adecuado deberá representar con cierta exactitud el com-
portamiento de la red en un determinado rango de frecuencias, el cual de-
penderá del fenómeno transitorio que se quiera analizar. Cabe destacar que
la impedancia de cortocircuito convencional, obtenida para la frecuencia
fundamental, no representa con exactitud el comportamiento dinámico de
la red para el espectro de frecuencias que aparece durante un transitorio, tal
y como se muestra en la Figura 5.1.

Los primeros FDNE aparecieron en el año 1960. En estos modelos, la
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Figura 5.1: Impedancia del sistema en función de la frecuencia.

red externa se sustituye por redes discretas R, L, C, cuyos valores se calcu-
lan para que su respuesta en frecuencia coincida con la de la red externa.
Hingorani y Burbery [26] desarrollaron equivalentes de 1 terminal usando
una conexión paralelo de elementos RLC conectados en serie. Tal y como
muestra la Figura 5.1, la impedancia tiene una serie de máximos y de mı́ni-
mos. Esto permite dividir el conjunto de frecuencias en dos grupos: frecuen-
cias de máxima resonancia y frecuencias de mı́nima resonancia. La idea de
Hingorani y Burbery es sintetizar un circuito formado por la conexión en
paralelo de elementos RLC conectados en serie (Figura 5.2). Dicho mode-
lo presenta una impedancia con una serie de máximos y mı́nimos, similar
a la mostrada en la Figura 5.1. Además, es posible identificar las frecuen-
cias mı́nimas con las frecuencias de resonancia de cada RLC individual. La
primera rama, R1, L1, modela el comportamiento para la frecuencia 0, mien-
tras que la última rama Rn, Ln, Cn modela el último mı́nimo de frecuencia.
Las máximas frecuencias dependen de la relación entre las bobinas y las fre-
cuencias de resonancia, lo cual matemáticamente corresponde a las raı́ces
del polinomio del numerador de la admitancia para dicha red [27].

R1

L1

R2

L2

C2

R3

L3

C3

Rn

Ln

Cn

Figura 5.2: Equivalente propuesto por Hingorani & Burbery.

En la misma lı́nea, Morched y Brandwajn [28] también usaron una con-
figuración en paralelo como la mostrada en la Figura 5.2 pero el cálculo de
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las resistencias del modelo lo hicieron mediante un método iterativo.
Cleirici y Marzio presentaron en [29] una configuración consistente en la

conexión serie de elementos RLC en paralelo (Figura 5.3).

Figura 5.3: Equivalente propuesto por Cleirici & Marzio.

Por otro lado, Do y Gavrilovic [30] desarrollaron un método iterativo pa-
ra optimizar el calculo de los elementos RLC del equivalente de 1 terminal.

Mas recientemente, en [31] se propone un modelo de equivalente basado
también en la conexión en paralelo de redes RLC tal y como se muestra en
la Figura 5.4. Es una extensión de los conceptos desarrollados en [28]. En
este modelo, los valores de L1, . . . , Ln y C1, . . . , Cn se calculan a partir de
las frecuencias de resonancia. Los valores de R1, . . . , Rn se eligen de forma
que la admitancia equivalente tenga el mismo módulo que la admitancia del
sistema en las frecuencias de resonancia. Los valores C∞ y R∞ se eligen de
forma que se disminuya el error de ajuste en altas frecuencias y los valores
de C0 y R0 en bajas frecuencias [27].

R1

L1

R2

L2

C2

R3

L3

C3

Rn

Ln

Cn

R0

L0

C1

C∞

R∞

Figura 5.4: Equivalente propuesto por Morched, Ottevangers y Martı́.

La ventaja principal de estos modelos es que pueden ser implementados
en los programas de transitorios existentes con escasos cambios, sin embar-
go tienen las siguientes desventajas [27]:

Ausencia de un procedimiento simple para obtener las frecuencias de
resonancia.

La localización de las frecuencias de resonancia con suficiente preci-
sión exige incrementar la resolución de la respuesta en frecuencia.

No se puede predecir la respuesta en frecuencia de una sistema ex-
terno con objeto de seleccionar el rango de frecuencias apropiado.
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El cálculo de las resistencias del modelo equivalente es poco preciso,
pero se necesitan valores precisos para ajustar el módulo de la impe-
dancia en los correspondientes mı́nimos.

En la actualidad, se usan equivalentes más generales basados en el ajus-
te de funciones racionales en el dominio s o z con datos en el dominio del
tiempo o en el dominio de la frecuencia [32], [33], [23]. En el presente traba-
jo, los equivalentes de red se basarán en el ajuste de una función racional,
aunque puede haber determinados elementos de la red para los que se use
un modelo de redes RLC como los descritos anteriormente.

5.2 Obtención del FDNE

En el desarrollo del FDNE se pueden considerar básicamente dos posi-
bilidades:

1. El FDNE sustituye a una parte del sistema visto desde un nudo y se
representa mediante una red monopuerta.

2. La parte del sistema a incluir en el equivalente es vista desde varios
nudos desde la parte del sistema a representar con detalle, y el FDNE
es representado mediante una red multipuerta.

En la Figura 5.5(a) se muestra el sistema de potencia del que se obtie-
ne el FDNE monopuerta visto desde el nudo 2, dando lugar al sistema de
potencia resultante mostrado en la Figura 5.5(b). Por otro lado, en la Figura
5.6(a) se muestra un ejemplo de red de potencia a partir del cual se repre-
senta dentro del FDNE la parte del sistema comprendida entre los nudos 1
y 2; el sistema resultante se muestra en la Figura 5.6(b).

En términos generales, para obtener el FDNE son necesarios los siguien-
tes pasos (Figura 5.7):

1. Obtener la respuesta en frecuencia del sistema, bien sea en forma de
impedancia o admitancia, que ha de ser representado por el equiva-
lente.

2. Ajuste de los parámetros del modelo. A este proceso se le conoce como
identificación.

3. Implementación del FDNE en el programa de simulación.

La respuesta en frecuencia proporciona información del comportamien-
to en frecuencia de la red que se quiere modelar mediante el equivalen-
te. El proceso de identificación ayudará a expresar mediante una función
matemática dicha respuesta en frecuencia. Este proceso de identificación se
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1
2

(a)

FDNE

1 2

(b)

Figura 5.5: Ejemplo de FDNE monopuerta.

puede llevar a cabo en el dominio del tiempo o en el dominio de la frecuen-
cia (s o z). Por último, y no menos importante, es necesario incorporar el
modelo obtenido mediante la identificación, en el programa de simulación
que se desee utilizar. En las siguientes secciones se analizarán de forma de-
tallada cada uno de estos puntos.

Este mismo proceso es aplicable para la obtención de modelos equiva-
lentes de elementos simples como lı́neas, cables, transformadores, cargas,
etc.

Además, es importante destacar que el FDNE no puede modelar “no li-
nealidades”. Por tanto, cualquier componente que tenga un comportamien-
to no lineal se ha de sacar del equivalente, lo cual incrementará su número
de puertas.

5.3 Rango de frecuencias

El rango de frecuencias para el que se obtiene un FDNE depende del
fenómeno transitorio que se desee analizar y, en todo caso, deberá exten-
derse por encima de la máxima frecuencia del mismo. Además, la primera
frecuencia de resonancia por encima de la máxima frecuencia debe ser in-
cluida también en el rango de escaneo, ya que afectará a la respuesta en
frecuencia en la parte superior del rango de frecuencias requerido.

Otro factor importante es la selección del intervalo entre frecuencias. Se
debe asegurar que todos los extremos queden perfectamente determinados.
La respuesta del sistema en frecuencias intermedias se puede obtener por
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1 2

(a)

FDNE

1 2

(b)

Figura 5.6: Ejemplo de FDNE bipuerta.

interpolación, lo cual es computacionalmente mas eficiente que usar inter-
valos de escaneo mas pequeños. Ası́ por ejemplo, un intervalo de 5 Hz junto
con una interpolación cúbica da lugar a una respuesta similar que la obteni-
da con un intervalo de escaneo de 1Hz.

5.3.1 Relación entre el origen del transitorio y el rango de
frecuencias

El estudio de transitorios eléctricos en sistemas de potencia involucra a
un rango de frecuencias que va desde la corriente continua hasta los 50MHz
e incluso en ciertos casos frecuencias superiores. En general, las frecuencias
superiores a la fundamental corresponden a fenómenos electromagnéticos,
mientras que frecuencias inferiores están ligadas a transitorios de tipo elec-
tromecánico en máquinas rotativas.

Según se ha dicho con anterioridad, el fenómeno transitorio aparece co-
mo transición entre un régimen estacionario y otro. La primera causa de
dichas alteraciones es debida al cierre o apertura de interruptores u otros
elementos similares, a cortocircuitos, a faltas a tierra y a impactos de rayos.
Como consecuencia se producen ondas viajeras en las lı́neas, cables y emba-
rrados ası́ como oscilaciones de energı́a entre las bobinas y condensadores
del sistema. Las frecuencias de estas oscilaciones se determinan a partir de
la impedancia caracterı́stica y de los tiempos de propagación de las lı́neas
interconectadas, ası́ como de las bobinas y condensadores involucrados.



Capı́tulo 5. Equivalentes de red dependientes de la frecuencia (FDNE) 53

Respuesta en Frecuencia

Identificación

Implementación

Figura 5.7: Pasos para obtener el FDNE.

En la tabla 5.1 [34] se muestra una relación del origen de diversos transi-
torios ası́ como el rango de frecuencias en el que normalmente tienen lugar.

En algunos casos, la duración total del transitorio es mayor que la in-
dicada en la tabla 5.1 (por ejemplo el fenómeno de la saturación durante
la energización de grandes transformadores), pero normalmente solo tiene
interés su comportamiento durante pequeños periodos de tiempo. Por otro
lado, las secuencias largas de apertura y cierre de los interruptores pueden
separarse en una serie de periodos de pequeña duración si entre ellas se
alcanzan condiciones casi estacionarias.

5.3.2 Aspectos generales en la representación y clasificación
del rango de frecuencias

En la práctica, no es posible obtener un equivalente de red que sea válido
para todo el rango de frecuencias comprendido entre 0Hz (DC) y 50MHz.
Es por ello que aquellas caracterı́sticas fı́sicas de un determinado elemento
que tengan un efecto importante sobre parte del fenómeno transitorio de
interés deberán modelarse de forma detallada. Ası́ por ejemplo:

Las caracterı́sticas de saturación de transformadores y reactancias pue-
den ser importantes en el caso de fault clearing, energización de trans-
formadores y en el caso de que se prevean sobretensiones temporales.

Cuando se maniobra una lı́nea, si el interés principal se concentra en
la máxima sobretensión que aparece, las caracterı́sticas de la lı́nea y la
red de alimentación son de importancia. Sin embargo, si la pendiente
inicial de la sobretensión es también de importancia, entonces también
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Origen Rango de frecuencias

Transformer energization (DC) 0,1Hz ÷ 1kHz

Load rejection 0,1Hz ÷ 3kHz

Fault clearing 50 Hz ÷ 3 kHz
Fault initiation 50 Hz ÷ 20 kHz

Line energization 50 Hz ÷ 20 kHz

Line reclosing (DC) 50 Hz ÷ 20 kHz

Transient recovery voltage
Terminal faults 50 Hz ÷ 20 kHz
Short line faults 50 Hz ÷ 100 kHz

Multiple restrikes of circuit breaker 10 kHz ÷ 1MHz

Lightning surges, faults in substations 10 kHz ÷ 3MHz

Disconnector switching and faults in GIS 100 kHz ÷ 50 MHz

Tabla 5.1: Origen del transitorio y el rango de frecuencias asociado.

es necesario detallar las caracterı́sticas de la subestación (transforma-
dores de medida, número de lı́neas de salida y sus impedancias carac-
terı́sticas).

En estudios de fenómenos cuyas frecuencias son superiores a 1 MHz
como por ejemplo transitorios muy rápidos en GIS causados por re-
enganches de algún interruptor, no solo las ondas viajeras en los em-
barrados son de importancia sino también las capacidades muy pe-
queñas e inductancias de los transformadores de medida, aisladores y
en algunos casos los codos en los embarrados tubulares.

En consecuencia, la representación de elementos individuales deberá co-
rresponder al rango de frecuencias especı́fico del fenómeno transitorio a es-
tudiar. Por esta razón, los rangos de frecuencia de los transitorios eléctricos
mostrados en la tabla 5.1 se han clasificado en cuatro grupos, tal y como se
muestra en la tabla 5.2.
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Grupo R. frecuencias Forma Onda Representación

I 0,1 Hz ÷ 3kHz Osc. de baja frecuencia Temporary overvoltages

II 50 Hz ÷ 20 kHz Frente lento Switching overvoltages

III 10 kHz ÷ 3MHz Frente rápido Lightning overvoltages

IV 100 kHz ÷ 50 MHz Frente muy rápido Restrike overvoltages

Tabla 5.2: Clasificación del rango de frecuencias.

5.4 Respuesta en frecuencia

Una red lineal e invariante en el tiempo se puede describir mediante sus
ecuaciones de nudos. Para una frecuencia determinada estas ecuaciones se
expresan en forma compacta:

Y(ωi)U(ωi) = I(ωi)

donde U(ωi) es un vector formado por las tensiones de los nudos, I(ωi) es
un vector formado por las intensidades inyectadas en los nudos, a una de-
terminada frecuencia ωi. Por otra parte, Y(ωi) es la matriz de admitancias
nodales correspondientes a la frecuencia ωi.

El cálculo de un FDNE se puede realizar a partir de las ecuaciones no-
dales de la parte de la red que se incluirá en dicho equivalente. Para ello
es necesario conocer la matriz de admitancias nodales en el rango de fre-
cuencias en el que se quiere obtener el equivalente. Sin embargo, la matriz
de admitancias nodales de una red no es generalmente conocida, especial-
mente cuando se trata de analizar la red en régimen transitorio, donde es
necesario incluir los efectos dependientes de la frecuencia que surgen fun-
damentalmente de las corrientes de Foucault en materiales conductores y
de la impedancia de tierra en lı́neas de transporte, y que se traducen en
una variación de las resistencias e inductancias usadas en la formulación
del modelo.

Lo normal es que se conozca el modelo escogido para representar cada
componente de la red y que éste haya sido introducido mediante el código
adecuado para el programa o herramienta a utilizar en las simulaciones, co-
mo por ejemplo PSCAD, Matlab, ATP, etc. Una vez introducido el código,
o bien representada la parte de red de la que se quiere obtener el FDNE,
es necesario incorporar inyecciones de intensidad o de tensión en los nu-
dos frontera con objeto de obtener las correspondientes admitancias o im-
pedancias. Dichas inyecciones se pueden realizar en el dominio del tiempo,
con funciones de excitación multisine (Apéndice B), o en el dominio de la
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frecuencia, donde cada frecuencia se considera de forma independiente. En
caso de usar funciones de excitación temporales tipo multisine es necesario
realizar un desarrollo en serie de Fourier para obtener los correspondien-
tes fasores para cada una de las frecuencias pertenecientes al rango que se
esté considerando.

Si se usan inyecciones de tensión ideales, el proceso no es simple, y si se
acompañan de una conductancia serie grande, se puede alterar numérica-
mente a alguno de los parámetros que se quieren identificar. Sin embargo,
el uso de inyecciones de corriente carece de este problema y es el método
que se ha utilizado en este trabajo.

5.4.1 Equivalente monopuerta

En primer lugar, es necesario realizar una distinción entre redes con si-
metrı́a ciclica y redes sin ella. En el caso de estas redes simétricas, el equi-
valente se puede obtener mediante el cálculo de las impedancias en secuen-
cias. En el caso de las lı́neas, las impedancias en directa e inversa coinciden.
En las Figuras 5.8 y 5.9 se muestran los procedimientos a utilizar para obte-
ner la impedancia equivalente a secuencia directa y homopolar:

Y 1(ω) =
I1(ω)

U 1(ω)
≈ Y 2(ω) ; Y 0(ω) =

I0(ω)

U 0(ω)
(5.1)

Ia1

Ib1

Ic1

Ua1 U b1 U c1

Red

Trifásica

Simétrica

Fuente trifásica

secuencia directa

de corriente

Figura 5.8: Equivalente a secuencia directa.

En el caso de redes asimétricas será necesario calcular los elementos de
la matriz de admitancias de la red vista desde los nudos frontera:

Y(ω) =

⎛⎝ Y 11(ω) Y 12(ω) Y 13(ω)
Y 21(ω) Y 22(ω) Y 23(ω)
Y 31(ω) Y 32(ω) Y 33(ω)

⎞⎠ (5.2)

En las Figuras 5.10, 5.11 y 5.12 se muestra un procedimiento para obtener
cada una de las admitancias.
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Ia0

Ib0

Ic0

Ua0 U b0 U c0

Red

Trifásica

Simétrica

Fuente trifásica

secuencia homopolar
de corriente

Figura 5.9: Equivalente a secuencia homopolar.

Ia

Ib

Ic

Ua

Red

Trifásica

Asimétrica

a

b

c

⎛⎝ Y 11(ω) • •
Y 21(ω) • •
Y 31(ω) • •

⎞⎠⎛⎝ Ua

0
0

⎞⎠ =

⎛⎝ Ia

Ib

Ic

⎞⎠

Figura 5.10: Calculo del equivalente monopuerta en redes asimétricas.

Hay que tener en cuenta que, a pesar de que la red sea asimétrica, la
matriz de admitancias es simétrica de forma que

Y 12(ω) = Y 21(ω) ; Y 13(ω) = Y 31(ω) ; Y 23(ω) = Y 32(ω) (5.3)

y por tanto sólo es necesario obtener seis respuestas diferentes, las cuales se
obtienen a partir de tres inyecciones de intensidad.

A modo de resumen, cuando la red es simétrica sólo será necesario cal-
cular la respuesta en frecuencia de dos admitancias mientras que si la red
no es simétrica será necesario el cálculo de seis admitancias.

5.4.2 Equivalente Bipuerta

En el caso más general, el cálculo será mucho más complicado y laborio-
so que el de un equivalente monopuerta.

Las ecuaciones de admitancias nodales de una red bipuerta trifásica co-
mo la de la Figura 5.13 se puede expresar de la siguiente forma:(

Y11(ω) Y12(ω)
Y21(ω) Y22(ω)

)(
U1(ω)
U2(ω)

)
=

(
I1(ω)
I2(ω)

)
(5.4)
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Ia

Ib

Ic

Ub

Red

Trifásica

Asimétrica

a

b

c

⎛⎝ • • •
• Y 22(ω) •
• Y 32(ω) •

⎞⎠⎛⎝ 0
U b

0

⎞⎠ =

⎛⎝ Ia

Ib

Ic

⎞⎠

Figura 5.11: Calculo del equivalente monopuerta en redes asimétricas.

Ia

Ib

Ic

U c

Red

Trifásica

Asimétrica

a

b

c

⎛⎝ • • •
• • •
• • Y 33(ω)

⎞⎠⎛⎝ 0
0
U c

⎞⎠ =

⎛⎝ Ia

Ib

Ic

⎞⎠

Figura 5.12: Calculo del equivalente monopuerta en redes asimétricas.

donde

Ui =

⎛⎝ U ia

U ib

U ic

⎞⎠ Ii =

⎛⎝ I ia

I ib

I ic

⎞⎠ Yij =

⎛⎝ Y iaja Y iajb Y iajc

Y ibja Y ibjb Y ibjc

Y icja Y icjb Y icjc

⎞⎠ i, j = 1, 2

(5.5)
Si la red no contiene transformadores con desfase se cumple la igualdad

entre submatrices:
Y12 = Y21 (5.6)

El cálculo de los elementos de cada submatriz se realizará de acuerdo

aa

bb

cc

Red

Trifásica

Bipuerta

1 2

Figura 5.13: Equivalente bipuerta lineal trifásica.
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con las siguientes expresiones:

Submatriz Y11

Y 1i1i(ω) =
I1i(ω)

U 1i(ω)
; Y 1k1i(ω) =

I1k(ω)

U1i(ω)
(5.7)

U 1k(ω) = 0 para k �= i con U 2a = U2b = U 2c = 0 (5.8)

Submatriz Y21

Y 2k1i(ω) =
I2k(ω)

U1i(ω)
(5.9)

U 1k(ω) = 0 para k �= i con U2a = U 2b = U 2c = 0 (5.10)

Submatriz Y22

Y 2i2i(ω) =
I2k(ω)

U 2i(ω)
; Y 2k2i(ω) =

I2k(ω)

U2i(ω)
(5.11)

U 2k(ω) = 0 para k �= i con U1a = U 1b = U 1c = 0 (5.12)

5.5 Condiciones de estabilidad y pasividad

El primer requisito que ha de cumplir la aproximación matemática de
la respuesta en frecuencia es que sea fı́sicamente realizable, es decir que sea
posible sintetizar una red que presente la misma función de transferencia. El
que los polos de la red equivalente sean estables es una condición necesaria
pero no suficiente para que la simulación del sistema completo sea estable
[35], [36]. Además, se requiere que el modelo identificado se comporte como
una red pasiva vista desde sus terminales. Por tanto, para asegurar que una
matriz de admitancias represente a una red pasiva, y por tanto sea realizable
fı́sicamente, es necesario que se verifiquen las condiciones de estabilidad y
de pasividad.

A continuación se comentan las condiciones de realizabilidad para redes
monopuertas y bipuertas monofásicas lineales.

5.5.0.1 Red monopuerta lineal

La transformada de Laplace de la admitancia de entrada de una mono-
puerta lineal (Figura 5.14), se puede expresar como sigue:

Y (s) =
I(s)

U(s)
=

a0 + a1s + a2s
2 + . . . + amsm

1 + b1s + b2s2 + . . . + bnsn
(5.13)
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+

−
U(s)

I(s)

Red

monopuerta

Lineal

Figura 5.14: Monopuerta lineal monofásica.

Las condiciones que ha de cumplir esta función para que se pueda sin-
tetizar un circuito lineal con la misma respuesta se pueden resumir de la
siguiente forma [37]:

Todos los coeficientes tanto del numerador, ai, como del denominador,
bi, han de ser reales.

No debe haber ni polos ni ceros con parte real positiva.

Los polos complejos deben existir en pares conjugados.

Los polos con valor imaginario puro deben ser simples y tener resi-
duos reales positivos.

Y (jω) debe tener una parte real positiva o nula y un módulo finito
para todo valor de ω.

La diferencia entre los máximos exponentes del numerador y del de-
nominador debe ser como máximo 1.

5.5.0.2 Red bipuerta lineal

El comportamiento de una red bipuerta lineal se puede describir me-
diante sus ecuaciones de admitancias nodales (Figura 5.15). Una vez obte-
nidos los elementos de la matriz de admitancias a partir de la respuesta
en frecuencia de la bipuerta, se puede sintetizar un circuito lineal como el
equivalente π de la Figura 5.16.

Las condiciones que han de cumplir los elementos de la matriz de admi-
tancias de una red bipuerta lineal para que pueda sintetizarse su equivalen-
te π se pueden resumir de la siguiente forma [37]:

Los elementos Y11(s) e Y22(s) deben cumplir todas las condiciones exi-
gidas a la admitancia de entrada de una monopuerta lineal.

Y12(s) no debe tener ni polos ni ceros con parte real positiva.
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++

−−
U1(s) U2(s)

I1(s) I2(s)

Red

bipuerta

Lineal

1 2

Figura 5.15: Bipuerta lineal monofásica.

Y12(s)

Y10(s) Y20(s)

1 2

Figura 5.16: Equivalente π de una bipuerta lineal.

Todos los polos de Y12(s) con valor imaginario puro deben ser simples
y sus residuos deben satisfacer la siguiente condición:

R11 · R22 − R2
12 ≥ 0 (5.14)

donde R11, R22 y R12 son, respectivamente, los residuos de Y11(s), Y22(s)
e Y12(s) en un determinado polo.

Todo polo imaginario de Y12(s) debe ser también polo de Y11(s) e Y22(s).

Las partes reales de Y11(s), Y22(s) e Y12(s) deben cumplir las siguientes
condiciones para todo valor de ω:

Re [Y11(jω)] ≥ 0

Re [Y22(jω)] ≥ 0

Re [Y11(jω)] · Re [Y22(jω)] − (Re [Y12(jω)])2 ≥ 0

(5.15)

5.6 Identificación

Una vez calculada la respuesta en frecuencia, tanto de una red mono-
puerta como de una red multipuerta, se debe sintetizar una función o ma-
triz de transferencia que aproxime el comportamiento de la red a reducir en
el rango de frecuencias de interés.

En general los datos experimentales que pudieran estar disponibles no
son suficientes para la identificación del modelo. En consecuencia hay que
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Matrices de 

Admitancias nodales

DFT

Identificación en el 

dominio de la 

frecuencia

Identificación en el 

dominio temporal

Datos en el dominio 

temporal

Datos en el dominio 

frecuencial

Datos de 

componentes

Simulación

(steady-state)

Simulación

(transitorio)

Función racional 

(s o z)

Figura 5.17: Opciones del proceso de identificación.

recurrir a la simulación de la red externa, tal y como se ha descrito en la
sección 5.4.

En la Figura 5.17 se muestran las posibilidades para obtener el modelo
de la red externa. La identificación del sistema se puede realizar tanto en el
dominio de la frecuencia (s o z) como en el dominio del tiempo:

En el caso de la identificación en el dominio de la frecuencia, el con-
junto de datos requerido se puede obtener a partir de simulaciones en
el dominio temporal o en el dominio frecuencial, o a partir de la matriz
de admitancias obtenida para el rango de frecuencias considerado.

Las simulaciones en el dominio del tiempo se pueden realizar median-
te fuentes de excitación del tipo multisine (Apéndice B) y usando la
transformada de Fourier, la respuesta a dichas excitaciones se convier-
ten al dominio de la frecuencia.

Las simulaciones en el dominio de la frecuencia se realizan a partir
de fuentes de excitación donde cada frecuencia se considera indepen-
dientemente.

La identificación en el dominio temporal se realiza a partir de simula-
ciones en dicho dominio. En [38] se presenta un método de ajuste en el
dominio discreto del tiempo basado en la respuesta de la red externa
a un escalón de tensión. Es un método que hace uso de las técnicas de
matrices dispersas para reducir la carga computacional.

La identificación en el dominio de la frecuencia tiene las siguientes ven-
tajas frente a la identificación en el dominio temporal [35]:
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1. El modelo de numerosos elementos está hecho en el dominio de la
frecuencia para incluir las caracterı́sticas de la dependencia con la fre-
cuencia. Las simulaciones en el dominio temporal de redes que depen-
den de la frecuencia se pueden obtener mediante métodos basados en
la convolución numérica. Sin embargo, la simulación resultante no es
computacionalmente eficiente.

2. La identificación en el dominio de la frecuencia proporciona cierta fle-
xibilidad para modelar elementos complejos a partir de un número
reducido de muestras. Por contra, la identificación en el dominio del
tiempo requiere un elevado número de muestras.

3. En el dominio de la frecuencia, es relativamente sencillo combinar da-
tos de diferentes medidas.

4. El modelo de una red basado en la identificación en el dominio tem-
poral requiere un conjunto de condiciones iniciales. Sin embargo, la
identificación en el dominio de la frecuencia no requiere la estimación
inicial de la red.

5. Usando excitaciones sinusoidales se pueden obtener estimaciones lo
suficientemente precisas de la respuesta en frecuencia como para vali-
dar un modelo basado en la identificación en el dominio de la frecuen-
cia.

Por ello, el uso de funciones racionales en el dominio s o z es mas ge-
neral y es el enfoque dominante en la actualidad [32] para la obtención de
equivalentes externos.

A continuación se describen los métodos mas destacados de identifica-
ción en el dominio s y en el dominio z.

5.6.1 Identificación en el dominio s. Vector fitting

La función racional en el dominio s que deberá ser ajustada con datos en
el dominio de la frecuencia es la siguiente:

Y (s) =
a0 + a1s + a2s

2 + . . . + aps
p

1 + b1s + b2s2 + . . . + bpsp
(5.16)

En términos de los coeficientes desconocidos {a0, . . . , ap} y {b1, . . . , bp}, la
ecuación (5.16) es no lineal. Sin embargo, se puede expresar como un siste-
ma de ecuaciones lineales (Apéndice C). En general, dicho sistema está mal
condicionado y escalado [39], lo cual hace que el método quede limitado a
aproximaciones de sistemas de muy bajo orden.

La dificultad de formular una metodologı́a general de ajuste ha dado
lugar a muchos métodos aplicables solo en determinados problemas [40],
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[41]. Un intento de formular un método general de ajuste fue introducido
en [42], denominado vector fitting, el cual fue muy útil para funciones sua-
ves, sin embargo posteriores investigaciones mostraron que dicho método
fallaba cuando se intentaba ajustar funciones con muchos picos de resonan-
cia. Estas limitaciones fueron superadas en [39] mediante el uso de polos
iniciales complejos. En la actualidad los métodos basados en vector fitting
son los más utilizados (ver Apéndice C). Además este método es la base de
la función implementada en Matlab, rationalfit, para el ajuste de una fun-
ción racional a partir de un conjunto de datos obtenidos para una banda de
frecuencia.

5.6.2 Identificación en el dominio z

Uno de los motivos para investigar métodos de ajuste en el dominio z
es que se puede implementar directamente en un programa de simulación
digital. Debido a que es una formulación discreta, se realiza sin pérdida de
precisión. Por contra, el ajuste en el dominio s siempre requiere una discre-
tización posterior con la consecuente aproximación.

La red externa se puede representar mediante su admitancia en el domi-
nio z según:

Y (z) =
I(z)

U(z)
=

a0 + a1z
−1 + a2z

−2 + . . . + apz
−p

1 + b1z−1 + b2z−2 + . . . + bpz−p
(5.17)

Un método muy similar al descrito en el caso de la identificación en el
dominio s consiste en identificar los parámetros {a0, . . . , ap} y {b1, . . . , bp} a
partir de datos en el dominio de la frecuencia. Nuevamente da lugar a un
problema de mı́nimos cuadrados que se resolverá aplicando las técnicas ya
conocidas tal y como se detalla en el Apéndice C.

Por otro lado, Singh y Abur [43] propusieron el uso de two-side recursion
formulation (modelo ARMA) para el desarrollo del FDNE. La identificación
se realiza directamente en el dominio z a partir de datos en el dominio tem-
poral obtenidos mediante la simulación de la red usando señales multisine
(Apéndice B).

Aplicando la transformada inversa de Z a (5.17) se obtiene la siguiente
ecuación en diferencias

i(t) = −
p∑

k=1

ak · i(t − k · Δt) +

p∑
l=1

bl · v(t − l · Δt) (5.18)

donde los parámetros ak y bl deberán ser estimados.
En el apéndice C se muestran los detalles del método.
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5.6.3 Determinación del orden del equivalente

El orden del equivalente, p, determina el número de variables que de-
berán ser identificadas (2p + 1). Evidentemente, un orden elevado implica
un mayor número de variables a determinar. Según [44], para obtener una
representación exacta de cada lı́nea de transporte es necesario un “orden
infinito” (con un paso de integración infinitesimal), aunque se pueden obte-
ner resultados suficientemente precisos si se utiliza un paso de integración
razonablemente pequeño. Es importante tener en cuenta que hay una rela-
ción intrı́nseca entre el paso de integración, la longitud del sistema externo
y el orden del equivalente.

Si el sistema externo se reduce a una lı́nea en vacı́o alimentada por una
fuente ideal de tensión, el orden debe ser el doble del tiempo de propagación
dividido por el paso de integración. Como se desprende de este ejemplo tan
simple, el orden del equivalente se determina por la aparición de eventos
tales como el tiempo que tarda en llegar la onda reflejada al extremo de
la lı́nea donde se conecta la fuente. De este análisis también se desprende
que, para tener en cuenta los retrasos y las multiples reflexiones debido a
la presencia de lı́neas de transporte, se debe usar el mismo orden para los
coeficientes ak y bk [38], [44]. Cuando el sistema externo está formado por
numerosas lı́neas interconectadas, es difı́cil asignar un orden al equivalente
basándose solamente en la configuración y la longitud de las lı́neas.

Un procedimiento para estimar los lı́mites del orden p se basa en la longi-
tud de la red expresada como número de pasos de integración y en el núme-
ro de componentes discretos almacenadores de energı́a (bobinas y conden-
sadores) [38]. El lı́mite inferior para la longitud de la red se define como el
doble del tiempo requerido por una señal para ir de un nudo frontera al
nudo mas alejado de la red a través del camino mas corto, dividido por el
paso de integración. El lı́mite superior se obtiene como el doble de la suma
de todos los tiempos de propagación de las lı́neas dividido por el paso de
integración. Normalmente, un valor apropiado del orden se encuentra entre
estos dos lı́mites. Una red radial tiene un orden p cercano al lı́mite inferior,
mientras que el de una red mallada es cercano al lı́mite superior.

El análisis anterior muestra que p crece con la longitud de la red. Sin em-
bargo, según [44], un red de gran dimensión se puede aproximar de forma
precisa con un orden reducido. Esto es debido a la presencia de pérdidas en
la red y a su longitud. Las pérdidas hacen que las ondas vayan perdiendo
amplitud cuando viajan a lo largo de la lı́nea.

5.7 Implementación

Según se ha visto con anterioridad, las funciones racionales se han usado
con objeto de simplificar la representación de una red eléctrica compleja en
las simulaciones en el dominio del tiempo. Dichas funciones racionales se
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pueden establecer en el dominio s o en el domino z. Ası́ mismo, también se
ha descrito que, aplicando la aproximación bilineal o bien root matching, se
puede realizar la conversión de los polos y ceros del dominio s al dominio
z. Toda esta teorı́a funciona bien para funciones de orden bajo, entorno a
15, sin embargo para funciones de orden superior los resultados obtenidos
no son aceptables debido a los errores de redondeo inherentes cuando se
trabaja con precisión finita. Este problema se puede evitar descomponiendo
en fracciones simples la función racional en el dominio de la frecuencia [45].

A continuación se analizan las formas mas importantes de incluir las
funciones en el dominio s o en el dominio z en un programa de simulación
basado en EMTP, como puede ser ATP, PSCAD, etc.

5.7.1 Implementación de Y (z) en EMTP

Tras el proceso de identificación, la admitancia en el dominio z es

Y (z) =
I(z)

U(z)
=

a0 + a1z
−1 + a2z

−2 + . . . + apz
−p

1 + b1z−1 + b2z−2 + . . . + bpz−p
(5.19)

la cual se puede convertir en la siguiente ecuación en diferencias:

i(k) = a0 · u(k) + iH(k) (5.20)

donde

iH(k) = [a1 · u(k − 1) + a2 · u(k − 2) + . . . + am · u(k − m)]

− [b1 · y(k − 1) + b2 · y(k − 2) + . . . + bn · y(k − n)]
(5.21)

El término a0 se incluye en EMTP como una conductancia e iH(k) depende
de la historia pasada y se incluye como una fuente de intensidad.

El resultado es un equivalente Norton como el que se muestra en la Fi-
gura 5.18.

+

−
iH(k)a0u(k)

i(k)

Figura 5.18: Equivalente Norton.

Hay que destacar que las últimas versiones del programa ATP admiten
directamente la función racional (5.19). Sin embargo, en el programa comer-
cial PSCAD es necesario obtener la ecuación en diferencias y programarla
en lenguaje Fortran.
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Cabe también la posibilidad de expresar (5.19) como una suma de frac-
ciones parciales:

Y (z) = a0 +

p∑
i=1

ai

z−1 − z−1
pi

(5.22)

donde cada término en la suma da lugar a la siguiente contribución a la
corriente:

Δii(k) = −ai · u(k) − Δii(k − 1)

z−1
pi

(5.23)

Según [45], esta expresión no reduce apenas el tiempo de cálculo pero,
sin embargo, disminuye a la mitad el espacio de memoria necesario.

5.7.2 Implementación de Y (s) en EMTP

Tras el proceso de identificación, la admitancia en el dominio s es la si-
guiente:

Y (s) =
I(s)

U(s)
=

a0 + a1s + a2s
2 + . . . + amsm

1 + b1s + b2s2 + . . . + bnsn
(5.24)

Para la incorporación de esta función en un programa basado en EMTP
es necesario convertirla al dominio z y de esta forma obtener la correspon-
diente ecuación en diferencias. En la sección 4.4 se han expuesto los dos
métodos mas usados para la transformación de una función de transferen-
cia del dominio s al dominio z, como son la transformación bilineal y el
método denominado root-matching. Al final se obtiene un circuito equiva-
lente Norton como el mostrado en la Figura 5.18.

En este caso también cabe la posibilidad de expresar la función Y (s) co-
mo suma de fracciones simples:

Y (s) =

p∑
i=1

ai

s − spi

+ s · C + G (5.25)

donde los valores de C y G serán 0 dependiendo de la diferencia de órdenes
entre el numerador y denominador de (5.24).

Esta representación mediante fracciones simples permite obtener una
red ficticia formada por una serie de ramas conectadas en paralelo, tal y
como se ha descrito en la sección 5.1.

Otra alternativa es transformar cada uno de los sumandos de (5.25) al
dominio z, y ası́ obtener una ecuación en diferencias por cada uno de ellos,
las cuales se incorporarán a EMTP de la misma forma que (5.20). Sin em-
bargo, un problema de carácter práctico surge cuando spi es complejo con-
jugado. Es conveniente asociar los polos conjugados en el dominio z antes
de obtener la ecuación en diferencias:

ΔY (z) =
a0 + a1 · z−1 + a2 · z−2

1 + b1 · z−1 + b2 · z−2
(5.26)
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De esta forma todos los coeficientes serán números reales.

5.8 Precisión

Los métodos descritos para incluir una función racional en los progra-
mas comerciales basados en EMTP dan lugar a diferentes resultados numéri-
cos. Básicamente hay tres causas de dichas discrepancias [45]:

1. Debido a las aproximaciones introducidas en el dominio de la frecuen-
cia por los diferentes métodos existentes para obtener la función racio-
nal. Es difı́cil evaluar la calidad de una aproximación en el dominio de
la frecuencia. En la práctica, se selecciona un método y se van ajustan-
do los parámetros para un determinado orden del numerador y deno-
minador hasta que la aproximación sea aceptable. En el caso de que
no se logre tal aproximación se deberá aplicar otro método de identi-
ficación.

2. La inexactitud provocada por la linealización realizada en cada paso
de integración. Está relacionada con la elección del paso de integra-
ción en EMTP. No hay una solución única en la elección de dicho paso
para obtener unos buenos resultados. Lo usual es reducir el paso de
integración a la mitad y examinar la influencia que tiene sobre las va-
riables de salida.

3. Errores de redondeo que aparecen cuando se usan polinomios de or-
den elevado junto con pequeños pasos de integración. En la práctica,
para sistemas de orden menor de 10 no se observan errores de redon-
deo. Sin embargo, hay muchos casos reales que requieren un orden
superior a 10 para obtener un buen ajuste. Evidentemente este tipo de
errores están relacionados con el uso de la doble presión de la mayorı́a
de los programas de cálculo numérico comerciales.

En [45] se hace un análisis de los errores de redondeo que se producen
cuando se emplea uno u otro método de implementación en EMTP.
De dicho análisis se puede sacar como conclusión que para trabajar
con funciones racionales de orden elevado lo idóneo es que, antes de
efectuar la transformación del dominio s al dominio z, se realice una
descomposición en fracciones simples tal y como se describe en la sec-
ción 4.2.



Capı́tulo 6

Procedimiento Propuesto

A continuación se propone un procedimiento para obtener el equivalen-
te externo de una red eléctrica para el estudio de transitorios electromagnéti-
cos. Son muchas las dificultades que entraña la obtención de un equivalente
de estas caracterı́sticas, sobre todo cuando el rango de frecuencias para el
que debe ser válido es relativamente amplio. Aparte de las dificultades de
modelado de cada uno de los elementos, siempre están presentes los erro-
res numéricos provocados por el empleo de una precisión finita que puede
llevar al fracaso de una determinada metodologı́a.

A continuación se expone el procedimiento a modo de pseudocódigo.
Cuando proceda, en cada item se hará un breve recordatorio de los métodos
existentes ası́ como el que se propone.

1. Delimitación de la zona de estudio.

La red eléctrica se deberá dividir en dos partes: una zona de estudio,
próxima a donde se ha producido la falta, que tiene gran influencia en
el transitorio; y una zona relativamente alejada de la falta, denomina-
da red externa, la cual será sustituida por un equivalente.

De entre los factores más importantes que influyen en la división de
la red cabe destacar la propia topologı́a de la red y el tipo de tran-
sitorio que se quiere analizar. El tipo de transitorio está ı́ntimamente
relacionado con el rango de frecuencias implicadas, y por tanto con la
penetración de la falta hasta zonas más o menos profundas de la red.
En general, cuanto más alta es la frecuencia menor es la penetrabilidad
en la red debido a la atenuación.

2. Modelado de la zona de estudio.

La zona de estudio deberá representarse con buenos modelos ya que
tienen gran influencia en el transitorio. En este punto se propone que
se usen los mejores modelos incorporados por los propios programas
comerciales, como por ejemplo los que incorpora PSCAD.
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3. Respuesta en frecuencia de la red externa.

La red externa se sustituirá por un equivalente que sea capaz de repro-
ducir de forma precisa su comportamiento para el rango de frecuen-
cias de interés, el cual viene determinado por el tipo de transitorio
que se desee estudiar. Para ello, es necesario obtener la respuesta en
frecuencia de la red externa dentro de un rango de interés. Esencial-
mente, esta respuesta se puede obtener a partir de medidas reales de
la propia red bajo ciertos tipos de excitaciones, o mediante simulación.
Debido a la dificultad inherente de la obtención de medidas reales, se
propone obtener la respuesta en frecuencia de la red externa mediante
la simulación.

Para simular la red externa es necesario en primer lugar modelarla,
lo que conlleva el tener que adoptar ciertos modelos para los elemen-
tos que la forman. Sin embargo, como esta parte de la red tiene una
influencia en el transitorio menor que la zona de estudio, se pueden
adoptar modelos simplificados que faciliten la simulación sin perjudi-
car considerablemente su exactitud.

Respecto al tipo de excitación que se usará en dicha simulación, hay
varias posibilidades. Entre ellas, se propone utilizar el tipo de señal
multisine, que no es más que la superposición de una serie de fuentes
de intensidad sinusoidales de distintas frecuencias y de valor eficaz
unidad.

A partir de la simulación se obtiene la respuesta temporal y usando la
transformada discreta de Fourier se obtiene la respuesta en frecuencia
(módulo y fase) de la red externa.

4. Identificación del modelo.

A partir de la respuesta en frecuencia se identifican los parámetros del
modelo. Para ello, hay varias opciones que van desde la identificación
directa de redes RLC a la identificación de los parámetros de modelos
matemáticos en el dominio s, z o en el dominio discreto del tiempo.

Se propone usar la identificación de parámetros de una función racio-
nal en el dominio s cuyo orden deberá ser estimado convenientemen-
te. Una de las razones, además de su precisión, de usar este tipo de
función es que existen métodos robustos desarrollados al efecto, por
lo que facilitará el proceso.

5. Implementación.

La razón última del equivalente externo es poder sustituir a la red ex-
terna. Esto quiere decir que deberá incorporarse con relativa facilidad
dentro del programa comercial de simulación con el que se trabaje.
En este estudio se ha considerado únicamente la implementación del
modelo en el programa comercial PSCAD.
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Dado que la identificación se ha realizado en el dominio s, que co-
rresponde al dominio continuo de la frecuencia, es necesario convertir
dicha función al domino discreto de la frecuencia mediante algunas
de las técnicas existentes de discretización. Una vez convertida al do-
minio z se puede obtener la ecuación en diferencias asociada en el do-
minio discreto del tiempo, la cual se puede incorporar con facilidad en
PSCAD.

En este punto cabe destacar que es probable que aparezcan problemas
numéricos debidos a la precisión finita que pueden acarrear que se
tenga que cambiar el método de identificación, sobre todo cuando el
orden del ajuste sea elevado.

6. Validación del modelo.

En sistemas de potencia de gran dimensión resulta inviable acometer
una simulación del sistema completo. Por ello, si se quiere validar el
modelo la única solución es hacer pruebas reales con el sistema y com-
parar las medidas de algún registrador con las estimadas mediante la
simulación con el equivalente externo.

Para la validación de distintos métodos se usarán sistemas de potencia
de pequeña dimensión de forma que las pruebas reales con todo el
sistema se sustituyan por simulaciones. Aunque esto solo será válido
a nivel de desarrollo.
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Ejemplo 6.1

El objetivo de este ejemplo es mostrar los resultados obtenidos al im-
plementar el procedimiento propuesto usando los programas comerciales
MATLAB y Pscad. En la Figura 6.1 se muestra el esquema eléctrico realiza-
do en PSCAD para obtener la respuesta en frecuencia de la red externa, la
cual está formada por la lı́nea de 220 kV y por la conexión en paralelo de una
resistencia y una bobina a modo de carga. El equivalente se obtendrá para
el rango de frecuencias del tipo II, que corresponde a ondas de frente lento.
Se obtendrá la respuesta en frecuencia en el intervalo [10, 30 000]kHz.

A

B

C

Harm.
Current
Injection 1.0 [ohm]

1.0 [ohm]

Ia

LINEA 220 kV

1

LINEA 220 kV

1

LINEA 220 kV
T

1.0 [ohm]

Ea

4 [H]

360.0 [ohm]

Figura 6.1: Esquema eléctrico desarrollado en PSCAD.

En la Figura 6.2 aparecen los datos de la geometrı́a de la lı́nea ası́ como
los parámetros de lo modelo de representación. Ası́ mismo, en las Figuras
6.3 y 6.4 se muestran los datos de la torre y del conductor.

100.0 [ohm*m]
Relative Ground Permeability:

Ground Resistivity:
1.0

Earth Return Formula: Analytical Approximation

On

20Maximum Order of Fitting for Prop. Func.:
20Maximum Order of Fitting for YSurge:

1E6[Hz]Curve Fitting End Frequency:
Curve Fitting Starting Frequency: 0.01 [Hz]

Frequency Dependent (Phase) Model Options

Maximum Fitting Error for YSurge: 0.2 [%]
0.2 [%]Maximum Fitting Error for Prop. Func.:

Travel Time Interpolation:

500Total Number of Frequency Increments:

5.2 [m] for Ground Wires

4

Cond. # Phasing # Phasing #
27.56 [m]0 [m]11

2
3

20.04 [m]
-2.869 [m] 20.04 [m]
2.869 [m]
2.869 [m] 16.44 [m]1

2
3

Connection

4.96 [m] for Conductors

X (from X (from
tower centre)

GW. # Connection

General Line Geometry Data Input
Tower: OLMO-400
Conductors: CONDOR LA Ground_Wires: PIRELLI 17 kA

Tower Centre 0 [m]

Y
tower centre) (at tower)

Y
(at tower)

Mid-Span Sag:

Figura 6.2: Geometrı́a de la lı́nea.
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Figura 6.3: Datos de la torre.

Figura 6.4: Datos del conductor.
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La fuente de intensidad es del tipo multisine de las siguientes caracterı́sti-
cas: Ak=1, fmax=30 kHz, Δf=10 Hz, φ0=0◦. Los parámetros de simulación
elegidos son: Δt=10 μs, Tmax=0,4 s. La lı́nea de 220 kV tiene una longitud de
20 km y se ha representado mediante un modelo de parámetros distribuidos
dependientes de la frecuencia.

En la Figura 6.5 se muestra un periodo de la evolución temporal de la
intensidad. Ası́ mismo, en la Figura 6.6 se muestra un detalle de dicha evo-
lución.

Figura 6.5: Intensidad inyectada a la lı́nea.

Figura 6.6: Detalle de la intensidad inyectada a la lı́nea.

En la Figura 6.7 se muestra un periodo de la evolución temporal de la
tensión en bornes de la lı́nea. Ası́ mismo, en la Figura 6.8 se muestra un
detalle de dicha evolución.

Como la inyección de intensidad se ha elegido de modulo unidad y des-
fase nulo, la onda de tensión equivale a la impedancia equivalente vista des-
de los bornes de la lı́nea. Para obtener la caracterı́stica frecuencial de dicha
señal se calculará su transformada de Fourier usando el programa comercial
Matlab. En la Figura 6.9 se muestra el módulo y el desfase de la impedancia
equivalente del sistema en función de la frecuencia.



Capı́tulo 6. Procedimiento Propuesto 75

Figura 6.7: Tensión obtenida en bornes de la lı́nea.

Figura 6.8: Detalle de la tensión obtenida en bornes de la lı́nea.
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Figura 6.9: Respuesta en frecuencia del sistema.

Una vez obtenida la respuesta en frecuencia de la red externa, el siguien-
te paso es la identificación del modelo. El proceso de identificación se rea-
lizará sobre la admitancia en vez de la impedancia ya que el modelo final
será de la forma de equivalente Norton. Según lo expuesto en la sección
5.6.3, para obtener una estimación del orden del equivalente hay que calcu-
lar la longitud de la red expresada como número de pasos e integración

�r =
2 · τ
Δt

=
2 · �

Δt · υ =
2 · 20 · 103

10 · 10−6 · 290 · 106
∼ 14 (6.1)

y el número de elementos discretos almacenadores de energı́a, que en este
caso es solo una bobina. Por lo tanto, una estimación del orden es la siguien-
te:

p = �r + 1 ∼ 15 (6.2)

El algoritmo usado para el ajuste de los parámetros utiliza unos valores
iniciales de los polos que son todos complejos conjugados. En consecuencia
se adoptarán 16 polos como punto de partida para el ajuste. En la Figura
6.10 se muestra el resultado obtenido usando 16 polos. Con objeto de eva-
luar la bondad del ajuste, en el Figura 6.11 se ha representado la desviación
de módulo y fase del ajuste con 16 polos con respecto a los datos obtenidos
de la respuesta en frecuencia. Según se observa la desviación es pequeña en
términos absolutos, aunque en la zona de bajas frecuencias se puede apre-
ciar una diferencia mayor.
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Figura 6.10: Ajuste del modelo con 16 polos.
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Figura 6.11: Desviación en magnitud y fase del ajuste con 16 polos respecto a los datos de
la respuesta en frecuencia.
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Con objeto de comprobar la influencia del número de polos en el ajuste,
en la Figura 6.12 se muestra la desviación obtenida usando 20 polos. Se pue-
de observar que el ajuste con 20 polos disminuye en un orden de magnitud
la desviación. El resto del ejemplo se basará en el ajuste con 20 polos.

0.5 1 1.5 2 2.5 3

x 10
4

0

2

4

6
x 10

−6

Frequency (Hz)

|D
ev

ia
tio

n|

 

 
Magnitude deviation

0.5 1 1.5 2 2.5 3

x 10
4

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

Frequency (Hz)

ph
as

e(
D

ev
ia

tio
n)

 (
D

eg
re

es
)

 

 
Phase deviation

Figura 6.12: Desviación en magnitud y fase del ajuste con 20 polos respecto a los datos de
la respuesta en frecuencia.

A continuación se convierte la función obtenida en el dominio s al do-
mino del tiempo discreto mediante la aplicación de la técnica root-matching.
Para realizar esta conversión es necesario especificar un paso de integración,
que será el que se use posteriormente para la simulación en el dominio tem-
poral. En este caso se ha elegido un paso de integración de 10μs. Con objeto
de comprobar que la discretización es correcta, en la Figura 6.13 se ha repre-
sentado la respuesta en frecuencia de la función en el dominio z. Se puede
comprobar que la aproximación es bastante buena, aunque se podrı́a mejo-
rar disminuyendo el paso de integración. Sin embargo, esto puede dar lugar
a problemas numéricos derivados de la precisión numérica finita.

A partir de la función racional en el dominio z se obtiene la ecuación
en diferencias asociada en el dominio discreto del tiempo, la cual se puede
incorporar con facilidad en PSCAD. El resultado es un módulo programado
en Fortran a partir de los coeficientes del numerador y denominador de la
función racional en el dominio z y que representa a la red externa en el rango
de frecuencias [10, 30 000]Hz.

Con objeto de comprobar el correcto comportamiento del módulo, se ha
propuesto el esquema eléctrico de la Figura 6.14. Se han conectado a un mis-
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Figura 6.13: Ajuste del modelo en el dominio z con 20 polos y Δt=10μs.

Figura 6.14: Esquema eléctrico propuesto para la validación del modelo.
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mo embarrado, el sistema externo completo y el FDNE. La alimentación a
dicho embarrado se ha realizado con una fuente de tensión de impedancia
nula para que no se produzcan caı́das de tensión y ambos sistemas funcio-
nen como si estuvieran aislados. El interruptor se abre a los 0,2 s y se vuelve
a cerrar a los 0,241 s lo cual provoca la aparición de un transitorio de inten-
sidad en ambos sistemas que habrá que comparar. En las Figuras 6.16 y 6.17
se muestra una ampliación de las intensidades. Se puede apreciar la gran
similitud de ambas señales dando por válido el FDNE obtenido.

Figura 6.15: Intensidades que circulan por la red externa y por el FDNE.

Figura 6.16: Detalle de las intensidades que circulan por la red externa y por el FDNE.
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Figura 6.17: Detalle de las intensidades que circulan por la red externa y por el FDNE.





Apéndice A

Integración numérica usando la
regla trapezoidal

Supongamos que la ecuación diferencial que caracteriza el comporta-
miento dinámico de un componente eléctrico se expresa de la siguiente for-
ma:

dy

dt
= x(t) (A.1)

Esta ecuación se puede expresar también en forma integral según:

y(t) = y(0) +

∫ t

0

x(z)dz (A.2)

La figura A.1 muestra el principio en el que se basa la regla trapezoidal,
que permite aproximar el valor de la integral sumando las áreas de los tra-
pecios correspondientes a cada paso de integración. Suponiendo conocido
el valor de y en el instante tn−1, el valor en el instante tn se obtiene mediante
la siguiente expresión:

yn = yn−1 +
xn−1 + xn

2
· (tn − tn−1) (A.3)

Si el paso de integración es constante,

tn − tn−1 = Δt, ∀n (A.4)

el proceso de cálculo se puede expresar de la siguiente forma:

y(t) = y(t− Δt) +
Δt

2
(x(t − Δt) + x(t)) (A.5)

Además, según [9], el error cometido en la estimación de y(t) es:

ε(t) =
−Δt3

12
· d2x(ξ)

dt2
, t − Δt ≤ ξ ≤ t (A.6)
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x

t

xn−1

xn

tn−1 tn

Figura A.1: Regla trapezoidal

En términos generales, la precisión de la solución [46] de un sistema dis-
creto depende del tamaño del paso de integración (Δt) y de la regla de in-
tegración utilizada. A su vez, el paso de integración determina la máxima
frecuencia que se puede simular, mientras que la regla de integración deter-
mina la distorsión de la solución para diferentes frecuencias.

Frente a otras técnicas [23] de integración numérica (Forward Euler, Back-
ward Euler, Gear, ...), la regla trapezoidal, tal y como ha sido descrita, se
caracteriza por su simplicidad, estabilidad numérica en sistemas stiff y su
razonable precisión en la mayorı́a de los problemas. Sin embargo, puede
producir oscilaciones numéricas bajo determinadas condiciones. En [47] y
[46] se pueden encontrar varias técnicas para controlar o reducir estas osci-
laciones numéricas, aunque en este estudio no se han considerado.



Apéndice B

Señales multisine

Una señal multisine está formada por la suma de una serie de armónicos
cuyas amplitudes se pueden programar y sus fases se optimizan para mi-
nimizar el factor de cresta de la señal [48]. Dicha señal está definida como
sigue

x(t) =
N∑

k=1

Ak sin (2πfkt + φk) , fk =
lk
T

(B.1)

donde T es el periodo de la medida, lk es un número entero positivo, Ak y
φk son, respectivamente, la amplitud y la fase del armónico k.

La expresión para la optimización de las fases [48] es la siguiente:

φm = φ1 − 2π

m−1∑
k=1

(m − k) · pk, m = 2, . . . , N (B.2)

donde N es el numero de componentes de frecuencia y pk es la potencia
relativa de la componente k.

La señal multisine aprovecha la idea de que se pueden generar muchas
frecuencias simultáneamente dentro de una banda de interés, de forma que
aproximadamente toda la energı́a de la señal se reparta en todo el ancho de
banda y constructivamente contribuya a las medidas en un sistema lineal.
Una señal multisine con un espectro de amplitudes plano y un número de
lı́neas espectrales uniformemente distribuidas sobre el ancho de banda de
interés es, por tanto, altamente deseable. En tal caso, (B.2) se reduce a [48]

φm = φ1 − m(m − 1)

N
π, m = 2, . . . , N (B.3)

La señal multisine se usa fundamentalmente para obtener la respuesta en
frecuencia de un sistema eléctrico. Para ello, es necesario definir una serie de
valores tales como la amplitud de los armónicos (Ak), la fase de los armóni-
cos (φk) y el conjunto de frecuencias (fk) (depende del proceso transitorio
que se desee analizar). A partir de estos valores se obtienen los parámetros
básicos de simulación que tienen una gran importancia.
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Ası́, si Ak = 1, φk = 0, ∀k y fk ∈ [fmin, fmax] en pasos Δf , entonces los
parámetros de simulación son los siguientes [43]:

Periodo de la medida, Tmax que es igual al periodo de la señal multisi-
ne. Este periodo se obtiene a partir de la frecuencia mas pequeña que
aparece dentro de la señal multisine. En este caso:

Tmax =
1

fmin
si fmin �= 0

Tmax =
1

Δf
si fmin = 0

(B.4)

Sin embargo para asegurar el régimen permanente de la respuesta del
sistema a la señal multisine es necesario excitar al sistema unos 3 o 4
periodos de la señal multisine. Para analizar la respuesta se debe utili-
zar alguno de los últimos periodos. Por tanto, el tiempo de simulación
debe ser:

T = 3 ÷ 4Tmax (B.5)

La frecuencia de muestreo, Δt, ha de elegirse de forma que se evite el
aliasing. Es decir, Δt debe satisfacer el criterio de Nyquist. Lo usual
es fijar la frecuencia de muestreo en torno a 4 veces la frecuencia del
armónico mayor:

Δt =
1

4 · fmax

(B.6)

A modo de ejemplo, se obtendrá la señal multisine de las siguientes ca-
racterı́sticas: Ak=1, fmax=5 000Hz, Δf=100Hz, φ0=0◦. Los parámetros de si-
mulación elegidos son: Δt= 1

16·fmax
=12,5 μs, Tmax= 4

Δf
=0,04 s.

En las Figuras B.1 y B.2 se han representado, respectivamente, la señal
multisine obtenida usando la optimización de fase propuesta y su transfor-
mada de Fourier.

Con objeto de comparar el efecto que tiene la optimización de fase sobre
el factor de cresta, en las Figuras B.3 y B.4 se han representado, respectiva-
mente, la señal multisine obtenida sin usar optimización de fase y su trans-
formada de Fourier.
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Figura B.1: Señal multisine con optimización de fase.
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Figura B.2: Transformada de Fourier de la señal multisine con optimización de fase.
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Figura B.3: Señal multisine sin optimización de fase.
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Figura B.4: Transformada de Fourier de la señal multisine sin optimización de fase.



Apéndice C

Técnicas de identificación

C.1 Identificación en el dominio s con datos del
dominio frecuencial

En el modelado de sistemas de potencia, es importante encontrar una
función racional que sea una buena aproximación de los valores discretos
obtenidos mediante medidas o simulación.

La función racional en el dominio s que deberá ser ajustada con datos en
el dominio de la frecuencia es la siguiente:

H(s) =
a0 + a1s + a2s

2 + . . . + amsm

1 + b1s + b2s2 + . . . + bnsn
(C.1)

donde m ≤ n.
En términos de los coeficientes desconocidos {a0, . . . , am} y {b1, . . . , bn},

la ecuación (C.1) es no lineal. Sin embargo, se puede expresar como un pro-
blema lineal tal y como se muestra a continuación.

La respuesta en frecuencia se obtiene sustituyendo s por jω en la ecua-
ción (C.1):

H(jω) =

∑m
k=0 ak(jω)k

1 +
∑n

k=0 bk(jω)k
(C.2)

Sea ci + jdi una muestra del sistema correspondiente a la frecuencia wi,
entonces:

ci + jdi = H(jωi) =
(a0 − a2w

2
i + a4w

4
i − . . .) + j(a1wi − a3w

3
i − a5w

5
i − . . .)

(1 − b2w2
i + b4w4

i − . . .) + j(b1wi − b3w3
i − b5w5

i − . . .)
(C.3)

Separando en parte real e imaginaria resulta:

ci ·(1−b2w
2
i +b4w

4
i −. . .)−di ·(b1wi−b3w

3
i −b5w

5
i −. . .) = (a0−a2w

2
i +a4w

4
i −. . .)

(C.4)
ci·(b1wi−b3w

3
i −b5w

5
i −. . .)+di·(1−b2w

2
i +b4w

4
i −. . .) = (a1wi−a3w

3
i −a5w

5
i −. . .)
(C.5)

89



90 C.2. Identificación en el dominio s con datos del dominio frecuencial

Por cada muestra se obtienen dos ecuaciones similares a (C.4) y (C.5). El
número de incógnitas que hay que identificar es m+n+1, que corresponde a
{a0, . . . , am} y {b1, . . . , bn}. En consecuencia, el mı́nimo número de muestras
(N) que será necesario obtener para identificar todos los parámetros es el
siguiente:

N ≥ m + n + 1

2
(C.6)

A partir de las ecuaciones (C.4), (C.5) y considerando las N muestras
obtenidas de simulación o a partir de experimentos reales sobre el sistema,
se llega al siguiente sistema de ecuaciones:

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 0 ω2
1 0 −ω4

1 · · · −d1ω1 −c1ω2
1 d1ω3

1 · · ·
−1 0 ω2

2 0 −ω4
2 · · · −d2ω2 −c2ω2

2 d2ω3
2 · · ·

...
...

...
...

...
...

...
...

−1 0 ω2
N 0 −ω4

N · · · −dN ωN −cNω2
N dN ω3

N · · ·
0 −ω1 0 ω3

1 0 · · · c1ω1 −d1ω2
1 −c1ω3

1 . . .
0 −ω2 0 ω3

2 0 · · · c2ω2 −d2ω2
2 −c2ω3

2 . . .
...

...
...

...
...

...
...

...
0 −ωN 0 ω3

N 0 · · · cN ωN −dN ω2
N −cNω3

N . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a0

a1

...
am

b1
b2
...

bn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−c1
−c2

...
−cN

−d1

−d2

...
−dn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(C.7)

el cual se puede expresar en forma de bloques como sigue:(
A B
C D

)(
a
b

)
=

(
c
d

)
(C.8)

donde

A = [ail]; ail = − cos

(−(l − 1)π

2

)
ω

(l−1)
i

B = [bil]; dil = − cos

(
(l − 1)π

2

)
ω

(l−1)
i di − sin

(
(l − 1)π

2

)
ω

(l−1)
i ci

C = [cil]; cil = sin

(−(l − 1)π

2

)
ω

(l−1)
i

D = [dil]; bil = sin

(−(l − 1)π

2

)
ω

(l−1)
i di + cos

(
(l − 1)π

2

)
ω

(l−1)
i ci

(C.9)

i = 1, . . . , N ; l = 1, . . . , m + 1. (C.10)

y

aT = (a0, a1, . . . , am)

bT = (b1, . . . , bn)

cT = (−c1,−c2, . . . ,−cN)

dT = (−d1,−d2, . . . ,−dN)

(C.11)
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C.2 Vector fitting

A continuación se describe brevemente el método de ajuste denominado
vector fitting tal y como fue propuesto por Gustavsen & Semlyem en [39].

C.2.1 Descripción

Sea la siguiente función racional expresada como suma de fracciones
simples:

f(s) =

n∑
i=1

ci

s − ai
+ d + sh (C.12)

donde los residuos, ci y polos ai son números reales o parejas de números
complejos conjugados y d y h son números reales.

El problema consiste en estimar todos los coeficientes de (C.12) de forma
que se obtenga una aproximación de f(s) en el sentido de los mı́nimos cua-
drados para un rango de frecuencias determinado. Hay que destacar que la
función (C.12) es no lineal respecto a las incógnitas del problema debido a
que los ai aparecen en el denominador.

Vector fitting resuelve el problema (C.12) secuencialmente como un pro-
blema lineal en dos pasos:

Paso 1: Identificación de polos
Se especifica un conjunto de polos iniciales āi, se multiplica f(s) por
una función desconocida σ(s) y se introduce una aproximación de
σ(s). Esto da lugar al siguiente problema:

[
σ(s)f(s)

σ(s)

]
=

⎡⎢⎢⎣
∑n

i=1

ci

s − ai
+ d + sh∑n

i=1

c̃i

s − āi

+ 1

⎤⎥⎥⎦ (C.13)

Obsérvese que la aproximación de σ(s) tiene los mismos polos que la
aproximación de σ(s)f(s) y además se ha eliminado la ambigüedad en
la solución de σ(s) forzando a que para altas frecuencias tenga valor
unidad.

Multiplicando la segunda fila de (C.13) por f(s) da lugar a la siguiente
relación:

n∑
i=1

ci

s − āi

+ d + sh =

(
n∑

i=1

c̃i

s − āi

+ 1

)
f(s) (C.14)

o bien:
(σf)fit(s) = σfit(s)f(s) (C.15)



92 C.2. Vector fitting

La ecuación (C.14) es lineal respecto a las incógnitas ci, d, h y c̃i. Escri-
biendo la ecuación (C.14) para una serie de frecuencias se obtiene el
problema lineal sobredeterminado

Ax = b (C.16)

que se resuelve aplicando mı́nimos cuadrados.

De esta forma, se puede obtener una aproximación de f(s). Escribien-
do cada función de (C.14) como una fracción:

(σf)fit(s) = h ·
∏n

i=1(s − zi)∏n
i=1(s − āi)

(σ)fit(s) =

∏n
i=1(s − z̃i)∏n
i=1(s − āi)

(C.17)

entonces:

f(s) =
(σf)fit(s)

σfit(s)
= h ·

∏n
i=1(s − zi)∏n
i=1(s − z̃i)

(C.18)

La ecuación (C.18) muestra que los polos de f(s) son iguales a los ceros
de σfit(s). Además, los polos iniciales se han cancelado al efectuar la
división anterior. De esta manera, calculando los ceros de σfit(s) se
obtiene una buena aproximación de los polos de f(s).

Hay ocasiones en las que alguno de los nuevos polos son inestables y
es necesario invertir el signo de la parte real.

Paso 2: Identificación de residuos

En principio se podrı́a calcular los residuos directamente de (C.18), sin
embargo se obtiene un resultado mas exacto resolviendo el problema
original (C.12) con los ceros de σ(s) como nuevos polos para f(s). Esto
da lugar nuevamente a un problema sobredeterminado que habrá de
resolverse aplicando mı́nimos cuadrados.

C.2.2 Polos iniciales

La aplicación del método vector fitting requiere de un conjunto de polos
iniciales. Una mala elección de dicho conjunto puede dar lugar a las siguien-
tes dificultades:

Si los polos iniciales son reales, el problema lineal (C.16) puede estar
mal condicionado y en consecuencia la solución no será precisa. Esto
se puede solucionar mediante el uso de polos iniciales complejos.

Una gran diferencia entre los polos iniciales y los polos correctos pue-
de resultar en grandes variaciones en σ(s) y σ(s)f(s). Debido al uso
de mı́nimos cuadrados para resolver (C.16), dará lugar a un mal ajus-
te donde aquellas funciones sean pequeñas. Este problema se puede
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solucionar mediante una elección adecuada de la localización de los
polos iniciales ası́ como el uso de los nuevos polos como polos inicia-
les en una proceso iterativo.

En general, para funciones con distintos picos de resonancia los polos
iniciales deberán ser complejos conjugados con parte imaginaria β lineal-
mente distribuida en el rango de frecuencias de interés. Cada par se elige
como sigue:

pn = −α + jβ ; pn+1 = −α − jβ (C.19)

donde

α =
β

100
(C.20)

Este procedimiento tan simple da lugar a polos iniciales con una parte
real suficientemente pequeña como para evitar al mal condicionamiento.

Para funciones suaves se usarán polos reales linealmente o logarı́tmica-
mente distribuidos, ya que en este caso no da lugar a un mal condiciona-
miento.

En [49] se propone una modificación del método de forma que se reduce
la importancia de los polos iniciales sobre la convergencia y la solución final.

C.2.3 Observaciones

Según se puede observar, el numerador y el denominador de σfit(s) tie-
nen el mismo orden. Esto implica que, si los polos iniciales son correctos
entonces los nuevos polos (ceros de σfit) son iguales a los polos iniciales
(σfit(s) = 1). En aplicaciones prácticas, esto hace que la aproximación racio-
nal converja si los nuevos polos se usan como polos iniciales en un proceso
iterativo.

Este método se puede aplicar también para el ajuste de vectores, sin mas
que reemplazar f(s) por un vector. Esto da lugar a que todos los elementos
del vector tengan los mismos polos. La ventaja de usar los mismos polos en
un vector es que las convoluciones en el dominio del tiempo son el doble de
rápidas [50].

C.3 Identificación en el dominio z con datos el do-
minio frecuencial

La función racional en el dominio z que deberá ser ajustada con datos en
el dominio de la frecuencia es la siguiente:

H(z) =
a0 + a1z

−1 + a2z
−2 + . . . + anz−n

1 + b1z−1 + b2z−2 + . . . + bnz−n
(C.21)
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Evaluando la respuesta en frecuencia de la función racional (C.21) en el
dominio z e igualando a los datos muestreados (c(jω) + jd(jω)), entonces:

c(jω) + jd(jω) = H(jω) =

∑n
k=0 ake

−kjωΔt

1 +
∑n

k=1 bke−kjωΔt
(C.22)

Multiplicando ambos lados de (C.22) por el denominador resulta:

−c(jω) − jd(jω) = −
n∑

k=1

(
(bk(c(jω) + jd(jω)) − ak) e−kjωΔt

)
+ a0 (C.23)

Separando en parte real e imaginaria resulta:

n∑
k=1

(bk (c(jω) cos(kωΔt) + d(jω) sin(kωΔt)) − ak cos(kωΔt)) − a0 = −c(jω)

(C.24)
n∑

k=1

(bk (d(jω) cos(kωΔt) − c(jω) sin(kωΔt)) + ak sin(kωΔt)) = −d(jω)

(C.25)
Por cada muestra se obtienen dos ecuaciones similares a (C.24) y (C.25).
Combinando las ecuaciones (C.24) y (C.25) para cada muestra se llega a

la siguiente ecuación matricial:(
A B
C D

)(
a
b

)
=

(
c
d

)
(C.26)

donde

aT = (a0, a1, . . . , an)

bT = (b1, . . . , bn)

cT = (−c(jω1),−c(jω2), . . . ,−c(jωN))

dT = (−d(jω1),−d(jω2), . . . ,−d(jωN))

(C.27)

A =

⎛⎜⎜⎜⎝
−1 − cos(ω1Δt) · · · − cos(nω1Δt)
−1 − cos(ω2Δt) · · · − cos(nω2Δt)
...

... . . . ...
−1 − cos(ωNΔt) · · · − cos(nωNΔt)

⎞⎟⎟⎟⎠ (C.28)

C =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 sin(ω1Δt) · · · sin(nω1Δt)
0 sin(ω2Δt) · · · sin(nω2Δt)
...

... . . . ...
0 sin(ωNΔt) · · · sin(nωNΔt)

⎞⎟⎟⎟⎠ (C.29)
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y

B = [Rik]; Rik = c(jωi) · cos(kωiΔt) + d(jωi) · sin(kωiΔt)

D = [Sik]; Sik = d(jωi) · cos(kωiΔt) − c(jωi) · sin(kωiΔt)
(C.30)

i = 1, . . . , N ; k = 1, . . . , n. (C.31)

El número de incógnitas que hay que identificar es 2n + 1, que corres-
ponde a {a0, . . . , an} y {b1, . . . , bn}. En [51] se recomienda que el número de
muestras (N) sea tal que la matriz del sistema C.26 tenga de 2 a 3 veces mas
filas que columnas, de forma que:

N ≈ 3

2
(2n + 1) (C.32)

En general el sistema sobredeterminado (C.26) no tendrá rango completo
y pot tanto para resolverlo habrá que aplicar una técnica numérica apropia-
da como por ejemplo la descomposición QR con intercambio de columnas
o la descomposición en valores singulares (SVD) [52]. Lo normal es que la
función de transferencia resultante tenga un orden mayor que el necesario.
Si el ajuste es bueno, habrá cancelación de polos y ceros, aunque esto no
será lo normal. Un método de reducir el orden es forzar la cancelación de
polos y ceros que estén próximos. Otras veces aparecen polos extraños en
frecuencias que no están presentes en la señal. La descomposición en va-
lores singulares tiene la ventaja de detectar el rango numérico del sistema
en presencia de errores de redondeo y otras incertidumbres en la medida,
lo que hace posible la estimación del orden [44], aunque también tiene un
coste computacional mayor que la descomposición QR.

Como el objetivo del ajuste por el método de los mı́nimos cuadrados es
minimizar el error en el rango de frecuencias de interés, puede provocar una
pérdida de precisión en el régimen permanente. Mediante el uso de coefi-
cientes de ponderación se puede obligar a que el ajuste para la frecuencia
nominal (tı́picamente 50Hz) sea mejor que para el resto de frecuencias del
espectro. Usualmente se elige un factor de ponderación de 100 para la fre-
cuencia de 50Hz y un factor de 1 para el resto de frecuencias. Estos factores
se añaden en las ecuaciones (C.24) y (C.25) resultando:

−c(jω)w(jω) =
n∑

k=1

(w(jω)bk (c(jω) cos(kωΔt) + d(jω) sin(kωΔt))

− akw(jω) cos(kωΔt)) − w(jω)a0

(C.33)

−d(jω)w(jω) =
n∑

k=1

(w(jω)bk (d(jω) cos(kωΔt) − c(jω) sin(kωΔt))

+ w(jω)ak sin(kωΔt))

(C.34)
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C.4 Identificación en el dominio z con datos del
dominio temporal

Singh y Abur [43] propusieron el uso de two-side recursion formulation
(modelo ARMA) para el desarrollo del FDNE. La identificación se realiza di-
rectamente en el dominio z a partir de datos en el dominio temporal usando
señales multisine (Apéndice B).

La red externa se puede representar mediante su impedancia en el do-
minio z según:

Y (z) =
I(z)

U(z)
=

a0 + a1z
−1 + a2z

−2 + . . . + apz
−p

1 + b1z−1 + b2z−2 + . . . + bpz−p
(C.35)

Mediante la transformada inversa de Z se obtiene la siguiente ecuación
en diferencias:

i(t) = −
p∑

k=1

ak · i(t − k · Δt) +

p∑
l=1

bl · v(t − l · Δt) (C.36)

Como la respuesta en frecuencia de una red formada por elementos de
parámetros distribuidos tiene multiples resonancias serie/paralelo, el orden
p está relacionado con el rango de frecuencias para el que el modelo ha de
ser válido. Una vez especificado el orden p, los parámetros ak y bl tienen
que ser estimados, constituyendo el proceso de identificación. Es necesario
resolver un problema de mı́nimos cuadrados mal condicionado, para lo cual
es necesario usar técnicas numéricas apropiadas como la descomposición
QR con intercambio de columnas o la descomposición en valores singulares
(SVD) [52].

Las muestras de intensidad en la ecuación (C.36) representan la respues-
ta de la red externa a la señal de excitación aplicada en forma de fuente de
tensión en los nudos frontera de la red externa. Dicha señal de excitación es
del tipo multisine, que permite tener un espectro de amplitudes plano, factor
de cresta bajo y ratio señal/ruido elevado.

El proceso de identificación se lleva a cabo a través de un proceso itera-
tivo. Para un orden p, se estiman los parámetros del modelo y se calcula el
error rms (erms) de dicha estimación:

erms =
1

N − p

√√√√ N∑
k=p+1

(
i(kΔt) − î(kΔt)

)2

(C.37)

donde N es el número total de Δt de la simulación realizada en EMTP,
i(kΔt) es la corriente en el instante kΔt, î(kΔt) es la corriente estimada me-
diante (C.36) en el instante kΔt. Si erms es mayor que un cierto valor prefija-
do, se debe incrementar el orden del modelo, p, y repetir el proceso.
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Este método se puede extender a equivalentes multipuerta.
Un método similar al descrito se propone en [44], donde la identificación

se realiza a partir de datos en el dominio del tiempo obtenidos mediante un
escalón unidad como señal de excitación. Sin embargo, en vez de utilizar un
proceso recursivo propone el uso de la descomposición en valores singula-
res (SVD) para estimar el orden del sistema. Es una técnica que hace uso
de las técnicas de matrices dispersas con la consecuente reducción del coste
computacional.





Bibliografı́a

[1] CIGRE-WG13.05-III, “Transmission line representation for energiza-
tion and reenergization for complex feeding networks,” in Electra,
vol. 62, January 1979, pp. 45–78.
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