Capitulo 2

Modelo del problema del

centro de masas

2.1. Formulacién en el espacio de estados

Partiendo de las ecuaciones (1.4), se puede reformular el problema de ren-

dezvous en forma matricial.

T = AT,

donde @ =[xy zdy 2}T es el vector de estados y la matriz A adopta la

forma:

0 0 0 1 0 O

0 0 0 0

0 0 0 0 1

A =

3n? 0 0 0 2n 0

0 0 0 —2n 0 0

0 0 —n? 0 0 O

Introduciendo las variables de control en el modelo y prescindiendo en lo

sucesivo de la notacion vectorial:
&= Ax + Bu+9, (2.1)

donde § representa las perturbaciones del problema y la matriz B es de
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dimension 6x3:

o O = O O O
O = O O O O
_ o O O O O

Es més conveniente tratar el problema de forma discreta, como se puede ver

en [10]. De este modo, el sistema vendra definido en forma discreta mediante:
ZTrt1 = Azy + Buy + 0k (2.2)

Donde las nuevas matrices A y B dependen del tiempo de muestreo T,

empleado [11]. Llamando C = cos(nT,,) y S = sin (nT),):

2(1-C)

4-3C 0 0O s — 0
6(S—nT) 1 0 =G ds=hal
0 0 C 0 0 =
Az, = n
3nS 0 0 c 25 0
—6n(1-C) 0 0 —28  4C-3 0
0 0 —nS 0 0o C
1;20 2n’1;l;25 0
ASp) 3 g0 g
B; 0 0 1;26‘
s e
261 3T 448 0
0 0 s

2.2. Tratamiento del tiempo muerto

De acuerdo con lo descrito en la secciéon 1.2, la mision se divide en intervalos
de tiempo de T segundos, de los cuales una fraccion Ty de esos T, segundos se
invertira en orientar el vehiculo, mientras que en los restantes, T,,, se realizara
una propulsiéon constante. Por tanto T}, = T,, + Ty. En un intervalo se cumplird
que:

zi = Aroxy,

Tr1 = AruTi + Bryug.

. . . T -
Las matrices discretas vienen dadas por Ay, = eATm y By = fo eATm=7) Bdr,
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de modo que:

Ti+1 = AruArexi + Broyur = Aruyrerr + Brour = A, 1 + Bryug.

m

Es decir, el problema del tiempo muerto se puede subsanar empleando dife-

rentes tiempos de muestreo para las matrices A y B.

2.3. Formulacion de las restricciones

Recordando lo comentado en la secciéon 1.2, la restriccion que se debe con-
templar en el modelo es la relativa a la visibilidad del vehiculo perseguidor por
los sensores del objetivo. Para ello se impondra que la trayectoria no pueda
salir de una zona de visibilidad. Dicha zona vendra delimitada por un semi-cono

centrado en el vehiculo objetivo:

y [m]

4L Regién Admisible
_6 [
_8 [
_10 1 1 1 J
-10 -5 0 5 10
X [m]

Figura 2.1: Region admisible
—To — CY ST < Xo F CoY
y=>0

Lo cual da lugar a 3 inecuaciones que se pueden expresar en funcion del
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vector de estados:

Avxk S bv7
0 -1 0 0
Aq} - 1/07, —1 0 O
e, =1 0 0
0
b, = "DO/Cu
IO/CU

(2.3)

Estas inecuaciones deben cumplirse para todo instante de tiempo.

Por otra parte, el empuje disponible por el propulsor debe estar acotado:

Umin < Uk < Upmaz

2.4.

(2.4)

Modelo de control predictivo (MPC)

En esta seccion se sintetiza el modelo de control predictivo propuesto en [10].

2.4.1. Prediccién del estado

Aplicando la ecuaciéon de estado desde un instante & hasta un instante j.

j—1

w(k+j) = Ala(k) + > A Bu(k + i)+ Y A6k + i),

i=0

j—1

i=0

(2.5)

donde N, es el horizonte de prediccion. Las sucesivas predicciones del vector

de estados se pueden apilar en un vector:

x(k+1)
l‘s(k) SL'(IC + 2) =0

Np—1
Z(k+Np) ANPJ)(k'> <

7

Se define también:

us(k)
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Az(k) + Bu(k) + (k)

+ S AN=i1By(k 4 4)
=0

1 1
Alz(k) + S AT Bu(k +4) + Y AT 15 (k +14)

=0

Np—1 '
+ > ANeTiLs(k + i)
=0
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Por tanto, el problema queda descrito por:

xs(k‘) = F:E(k) + Guus(k) + Gsdg. (2.6)
A B 0
A? AB
F= ) Gy = )
ANP ANe—1B  AN»—2PB B
I 0 0
A 1 0
Gs =
ANP=1  pANP=2 .. T

Las dimensiones de las matrices implicadas son: A — [6Np x 6]; Gy —
[6N, X 3N,|; G5 — [6N,, x 6N,].

2.4.2. Funcioén objetivo

Mediante la eleccion de la funcion objetivo se pretende principalmente mini-
mizar el consumo de combustible. Una segunda utilidad de la funcién objetivo
es la de garantizar la condicion de parada para la mision.

Se empleara la variable & para representar el valor esperado del vector de
estados en el instante k+i supuesto conocido el instante k. La funciéon objetivo

propuesta es:

Np Np

J(k) = Z (W (k+i—1)Qu(k+i—1)]+Y_ [7(k+ilk)R(k +1i)i(k +i| k)],

i=1 i=1
(2.7)

donde la primera suma se encarga de minimizar la acciéon de control wu,
toméandose ) = I3x3.
La segunda suma tendréa la funcion de condicion de parada. Para ello basta

con elegir apropiadamente la matriz R. Se toma

I3 Osxs

, 2.8
63><3 @3><3 ( )

R%)=7Mk—kﬂl

donde 7 es un namero grande y h(k — ky)es la funcion escalon con ky el
instante deseado de llegada.
De este modo la funciéon objetivo minimiza tnicamente el consumo a lo

largo de la trayectoria salvo para el instante de llegada. En dicho instante la
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funcién escaléon deja de ser nula y la funcion minimizara el error del vector de
estados deseado para la llegada. El valor de v debera ajustarse para conseguir
el comportamiento deseado.

Para plantear el problema de optimizacién es necesario expresar la funcién
objetivo en relacion a las variables de control u. Introduciendo la ecuacion (2.6)

en la funcién objetivo:

J(k) = uLQgsus + (Fr(k) + Guus(k) + Gs6s)" Rs(Fa(k) + Guus(k) + Gsds),
(2.9)
donde g es la esperanza de dg. Las matrices Qg v Rg tendran la siguiente

forma:
R(k+1)
Qs = Isn,x3n,; Rs =
R(k+ N)

Operando en la funcién objetivo se obtiene finalmente la expresion:

J(k) =u" (Q+ Gy RsGy) u+2GL RE (Fa(k) + Gs6s) = u” Hu+ fTu (2.10)

2.4.3. Expresion de las restricciones

Al igual que con la funcion objetivo, también serd necesario expresar las
restricciones planteadas en funcién de las variables de control. La restriccion

vista en la seccion 2.3 se puede extender al planteamiento del MPC como sigue:

Ayrs < by
Con:
A'U v
A, v
Ay = ) , by =
v < b'U b
[3N, x6N,,] 3N, x1

Introduciendo la ecuacion (2.6) en llegamos a la expresion:
AvGuuS S bv - AvFl‘(k) - AvG55s. (211)

Por otra parte, es importante escribir también las restricciones (2.4) en forma

matricial como sigue:

Ayug < by. (2.12)
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2.4.4. Calculo de la senal de control

El problema queda reducido a calcular:

min J(k) =uTHu+ fTu

u

sujeto a  (2.11) (2.12)

El uso de un modelo de control predictivo conlleva emplear una estrategia de
horizonte deslizante. Sin embargo, en este proyecto se estudiaran otras estrate-
gias alternativas con el fin de comprender en profundidad el funcionamiento del
método y establecer algunas comparaciones interesantes. Las diferentes estrate-

gias se describen a continuacion.

Horizonte deslizante

En este caso se supone que el horizonte de predicciéon avanza conforme lo

hace la mision. Esta idea se puede sintetizar como sigue:

= En instante k se resolvera el problema planteado hasta el final de la misiéon
(k+ Np).

= Kl actuador aplica la primera senal de control calculada, desechando las

demas

= En el nuevo instante k£ + 1 se vuelve a resolver el problema desde el nuevo

instante inicial hasta el final de la misién (k + N, + 1)

= Se aplica la primera senal de control del nuevo célculo, desechando el resto.

Al final de la mision, la senal de control que se haya empleado sera la com-
binacion de todos los célculos que se hayan ido haciendo durante la misma.
Como puede observarse, en cada instante £ se resuelve el problema para los N,
instantes siguientes, independientemente del tiempo transcurrido desde el inicio
de la mision. Esta filosofia garantiza la llegada al objetivo mediante la funcion
de coste propuesta. En concreto, segin (2.8), ks corresponderd al nimero de
intervalos que faltan para la llegada desde el instante k. Por tanto, el valor de
ky ira disminuyendo hasta ser nulo, lo cual garantiza que el vehiculo mantendré
su posicion de forma indefinida en el lugar deseado.

Por otra parte, dada la forma de (2.8), no se establece ninguna condicion a
las velocidades explicitamente. No obstante, al imponer que la posicion debe ser
la deseada para dos instantes consecutivos, se estd imponiendo implicitamente

que la velocidad debe ser nula.
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Horizonte fijo

Con la estrategia anterior el ntmero de instantes a los que se extiende la
mision es constante. Si el horizonte de prediccion se mantiene fijo, cada vez seréa
necesario predecir menos intervalos.

La sintesis de esta filosofia seria:

= En el instante k£ se resolvera el problema planteado hasta el final de la

mision (Np).

= Kl actuador aplica la primera senal de control calculada, desechando las

demas.

= En el nuevo instante k£ + 1 se vuelve a resolver el problema desde el nuevo

instante inicial hasta el final de la mision (k = N, = N, — 1).

= Se aplica la primera senal de control del nuevo célculo, desechando el resto.

Si se mantiene fijo el horizonte de prediccion, la dimensién del problema se
reducird en cada instante, agilizando el proceso de calculo. Este punto es de
especial interés a la hora de realizar muchas simulaciones. Aunque realmente
el factor limitante es el mayor tiempo de calculo de un intervalo, a la hora de
abordar el estudio de este proyecto, una reducciéon del tiempo de simulacion es
apropiada.

Sin embargo, al eliminar el horizonte deslizante, se anula la propiedad de la
solucién de mantenerse en el destino de forma indefinida. Esto no debe ser un
problema porque, segun el objetivo de la misién, una vez alcanzado el objetivo
se iniciard una maniobra de acoplamiento.

La dificultad de este método proviene de la forma elegida para la matriz R.
En este planteamiento esta matriz serd nula en cada paso para todos los instantes
excepto el ultimo. Por tanto, no se garantiza que las velocidades tiendan a cero
a la llegada.

Se podria pensar que tomando una nueva matriz

I ©
R(k) =h(k—ke) | 707

O3zx3  Isxs

esta dificultad quedaria salvada, pero no es asi. Al imponer la condicion de para-
da mediante la funcién de coste, se estd anadiendo al sistema una restriccion
leve. Es decir, trata de minimizar el error en la medida de lo posible. El sistema

de control puede hacer converger facilmente la posicion sin un aumento notable
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del combustible!, pero frenar al vehiculo a la llegada conlleva realizar un impul-
so con la unica finalidad de producir el frenado. La propia funciéon objetivo (2.7)
desecharé realizar esta maniobra de frenado. Para obligar al sistema a frenarse,
seria necesario emplear pesos distintos para la posicion y para la velocidad, dan-
do un peso mucho mas grande a la velocidad. De este modo se esta convirtiendo
el problema de llegar a una posicién deseada en un problema de frenado y esto
se aleja del objetivo real de la mision.

Resulta interesante por tanto buscar una solucién alternativa al problema.
En este documento se proponen dos alternativas cuyos resultados se compararan
mas adelante.

Una alternativa consiste en hacer funcionar a la matriz R original de forma
analoga a como funciona en el horizonte deslizante. Para ello basta anadir un
instante posterior a la llegada en el que se impone la misma matriz R que para
el instante de llegada. Es decir, se le esta diciendo a la funcion objetivo que
llegue al objetivo y permanezca alli un intervalo completo.

La segunda alternativa radica en emplear la matriz R para garantizar la
convergencia en posicion y formular una restriccion terminal en el instante final

para la convergencia en velocidad.
N, YN, >0

De este modo se obliga a la solucién a tomar velocidades no-negativas en el
instante final. Al estar realizdndose una maniobra de acercamiento la velocidad
relativa serd negativa, por lo que la restriccion propuesta implica el frenado del
vehiculo. Ademas, esto garantiza que no se producird una colision a la llegada
al ser las velocidades relativas positivas tras la tltima maniobra.

La principal diferencia entre las dos alternativas es la dureza de la restriccion.
Mientras que en la primera se penaliza a las velocidades grandes para evitarlas,
en la segunda se fuerza al sistema a que éstas no se produzcan.

Existe una ultima opcioén que consistiria en no forzar ninguna condicién so-
bre las velocidades finales. Si las velocidades no son excesivamente grandes?, el
dispositivo de acoplamiento en el vehiculo objetivo podria absorber las acelera-

ciones de frenado.

2.4.5. Formulacién robusta del problema

Hasta el momento se han supuesto conocidas las perturbaciones. Es evidente

que ésta no seré la situacion real, por lo que se debe modificar el modelo para

LCuyo peso en la optimizaciéon viene determinado por la matriz Q.
2Del orden de centimetros por segundo.
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garantizar que, aun desconociendo las perturbaciones, se van a seguir satisfa-
ciendo las restricciones.
Para ello seré suficiente con conocer una cota para las restricciones, de modo
que:
6min < o < 5max

Suponiendo conocidas las cotas para cada componente del vector de pertur-

baciones, se puede reformular la expresion anterior en forma matricial:
Asds < cs

Se pretende en acotar el efecto de las perturbaciones en el modelo. Volviendo
a la expresion (2.11), se observa que el término a acotar es —AyGsdg. Si se

conociera dicha cota se podria reescribir la restriccion como:
Ay Guug < by — Ay Fa(k) + bs

En definitiva, el objetivo que se plantea es el de resolver el siguiente problema

de programacion lineal:

(bé)z = min P,ﬁs (213)
sujetoa : Asds < cs

Donde P = Ay Gsds, y P; es por lo tanto la fila i-ésima de P.

Se trata pues de un problema de optimizacion en el que tanto las restricciones
como la funcién objetivo son lineales. Ademaés las restricciones no relacionan
las variables del problema. Esto quiere decir que cada variable puede tomar
cualquier valor entre su minimo y su méximo independientemente del resto de

variables. Por lo tanto la soluciéon del problema es trivial. Para cada i:
= Si Pjjes positivo, ds; = dmin
= Si P;jes negativo, ds; = dmax
= (bs); = >_Pijds,
J
Una forma maés sintetizada de obtener los valores dg, seria:

Js; = %&nm — w(gmm.

El problema queda resuelto a falta de conocer los valores de ,,in ¥ Omaz- ES

decir:

min J(k) =uTHu+ fTu
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sujeto a Ay Guug < by — Ay Fa(k) + bs

AuuS § bu

2.4.6. Estimacion de perturbaciones

Para poder conocer los valores de 0,in V Omaz, Supondremos que § se dis-
tribuye segtin una normal de orden 6 cuyas medias y matriz de covarianzas no
son conocidas inicialmente. Es decir § ~ N4(0,Y). El objetivo es el de ir esti-
mando los pardmetros de la distribuciéon a lo largo de la mision, con el fin de
que el método se vaya adaptando a las posibles perturbaciones existentes. Para

ello se calculan las perturbaciones pasadas en cada instante mediante:
0(i) = x(i+ 1) — Ax(i) — Bu(i),

parai=1, ..., k—1.

Los parametros de la distribucion se podran estimar mediante:

e (s - 60) (56) - 6))
S(k) = =2 :

k—1
S e Ah—i)
=0

Donde se ha introducido un factor de olvido A, de forma que las medidas
lejanas en el tiempo pierdan relevancia en los céalculos recientes.

Con el fin de ahorrar memoria en las operaciones, se pueden redefinir las
expresiones anteriores de forma recursiva como sigue:

e

§(k) = - <7k_15(k 1) 40k — 1)) ,

-\ R R R T
S(k) = 67 <%_12(k 1)+ (5(k: 1) - 5(k)) (5(k: 1) - 5(k)) ) ,
k
Vo1 =€ (v +1).
Como se observa, basta con almacenar un valor para cada pardmetro que se
actualizara en cada nuevo calculo.

Queda por ultimo expresar los valores de 0.,nin V Omaz. Para cada instante k,
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cada componente j de § se supondra en el intervalo de confianza [dmin, dmaz],

I
S

) = 0;(k) — ay/2y5(k),
8jmas (k) = 0;(k) + ) 25 (k).
El parametro a permite ajustar el nivel de seguridad del intervalo de con-

fianza. Si se dispone de un buen ntmero de muestras, un valor de 3 o 4 es
razonable.

6jm in (kj
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