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1. Introduccion

Los nanotubos de carbono, estructuras tubulares de atomos de carbono enlazados for-
mando dichos atomos celdas hexagonales, son hoy en dia una de las disposiciones de la
materia mas estudiadas en el campo de la nanotecnologia (Kostoff, 2006). Desde que
lijima sintetizara y caracterizara su estructura (Iijima, 1991) no han cesado de apare-
cer nuevas propiedades mecénicas, épticas, eléctricas, o magnéticas (Saito, 1998), que
las convierten en estructuras extremadamente interesantes. Si bien se conocia su exis-
tencia desde hace unas décadas (Oberlin, 1976), no ha sido hasta el redescubrimiento
de lijima que se han comenzado a explorar masivamente sus muchas posibilidades.

Una de las maneras de afrontar su estudio es el de comprender que un nanotubo
puede ser modelado como una lamina de grafeno enrollada hasta formar un tubo. El
grafeno es una ldmina monoatomica de atomos de carbono, enlazados en forma de
panel de abeja. El angulo con el que se enrolla la lamina tiene importantes consecuen-
cias. Asi, por ejemplo, desde el punto de vista magnético, tres maneras distintas de
enrollar la ldamina darian lugar a tres variedades de nanotubos de carbono: metélicos,
cuasimetdlicos y semiconductores.

Es, desde muchos puntos de vista, interesante el atacar el estudio de nanotubos desa-
rrollando primero un modelo de la estructura del grafeno. Se puede optar para ello
por acudir a una funcién potencial (Brenner,1990; Finnis y Sinclair, 1984), linea-
lizandola convenientemente para asi obtener una expresién manejable de la energia
(Ramasubramaniam, Ariza y Ortiz,2007) o bien desarrollar un modelo constantes de
fuerza (Born, Huang, 1954; Sengupta, 1988; Falkovsky,2007; Kundu,2007;Nicholson y
Bacon;1977).

Habitualmente, al hablar de constantes de fuerza se sobreentiende que nos referimos a
fuerzas entre atomos de la red cristalina. Es posible, sin embargo, y muy 1til desde el
punto de vista del estudio de mecanica de dislocaciones el papel que juega la aparicion
de defectos en la red (Bulatov y Cai, 2006; Liu, Karpov y Park,2006), construir un
modelo de constantes de fuerza entre aristas. Segin (Ariza y Ortiz, 2005), podemos
escribir la expresion de la energia en una red armoénica cristalina en funciéon de los
desplazamientos de sus atomos utilizando unas u otras constantes como sigue:




Figura 1: A la izquierda, estructura de nanotubo de carbono. A la derecha, lamina
de grafeno.

siendo ®(f) y ¥(6) las matrices que recogen las respectivas transformadas de Fou-

rier de las matrices de constantes de fuerza ¥ alﬁ (constante de fuerza que liga
du(0,a) con du(l,5)) y ® (1) (constante de fuerza que liga u(0) y u(l)).

En lo que sigue se hallaran las matrices de constante de fuerza entre atomos del
grafeno aplicando las simetrias que posee como red cristalina, y se utilizard un modelo
de interacciones entre atomos propuesto por Aizawa para calcular numéricamente
dichas constantes, previo cdlculo de las constantes de fuerza entre aristas.



2. Complejo simplicial del grafeno

La red hexagonal queda definida por sus vectores bésicos @; y ds (véase figura 2).
Haciendo uso del esquema del complejo simplicial, en el que se especifica la conven-
cién de orientaciones entre las dos 0-celdas, las tres 1-celdas y la tnica 2-celda (véase
(Ariza y Ortiz, 2005) para una mas extensa introduccién a la interpretacion de estos
esquemas, o bien (Munkres, 1984))las escribimos las reglas que determinan los ope-
radores de contorno y co-contorno.

We also can align several equations:

de1(1,1) =ep(l,1) — eo(l + £9,2) 3a
dey(1,2) =ep(l,1) — eo(l, 2) (3b
der(l,3) =eop(l,1) — eg(l + €3, 2) 3c
Odes(l) = —er(l,1) —er(l +€1,3) +er(l +¢1,2)
+e1(l —e3,1) —e1(l —e3,3) +ei(1,2) (3d)
de1(1,1) =ep(l,1) — eo(l + £9,2) 4a
dey(1,2) =ep(l,1) — eo(l, 2) (4b
deq(1,3) =eop(l,1) — eg(l + €3, 2) 4c
Odes(l) = —er(1,1) —er(l +€1,3) +er(l +¢1,2)
+e1(l —ez,1) —er(l —e3,3) +e1(1,2) (4d)
5e’(1,1) =e*(I,1) + €e'(1,2) + €'(1,3) (ba)
5e°(1,2) = — e*(1,2) — e'(l — £3,2) — (I — £2,3) (5b)
Ser(1,1) = —e*(1) + *(1 + e3) (6a)
5e'(1,2) = e*(l) — e*(l — &1) (6b)
5e*(1,3) = e2(l — &1) — €*(l + &3) (6¢)

Donde se ha tenido en cuenta que e1 = (1,0), e = (0,1) y 5 = (—1,1). De las
anteriores reglas se sigue la representacion del complejo simplicial mediante sus trans-
formadas de Fourier discretas, a saber:

1 1 1
= ( it ] _gil61—62) ) (7)



Figura 2: Vectores bésicos de la red hexagonal.
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Figura 3: Esquema del complejo simplicial del grafeno.



—1 + i(02-61)

Q2 = 1—e (8)
e—ib1 _ (i(b2—61)
1 —e 102
Pp=[1 -1 9)
1 _ei(91702)

P2 — ( _1 + ei(el—eg) 1 _ €i01 €i91 _ 67:(01_62) ) (10)

En cuya obtencién se ha tenido en cuenta que 03 = 6, — 6.



3. Deduccién de la expresion general de las matrices de constantes de
fuerza

El grafeno pertenece al grupo de simetria Dgy,, que es generado por {C3, 0., 0.}, sien-
do Cj las rotaciones de 120° alrededor del eje z, o, la reflexién en el plano xy, y o, la
reflexién en el plano xz (Falkovsky,2007; Kundu,2007; Nicholson y Bacon; 1971).
Asi, se puede deducir las siguientes relaciones entre las matrices de constantes de
fuerza B 23,A4 o debidas a Cs:

(I)AOBQ :Q—120(I)A031Q§120 (11&)
(I)AOBS :Q120(I)A031Q{20 (11b)
PAAS (), pAOAQT (11c)
PAAE _ (), AT (11d)
PAAT (), pAOASQT (11e)
PAOAY _() , HAVASQT (11f)

siendo (); las consabidas matrices de giro de i grados. Debidas a o, tendriamos 9
relaciones:

@AOM — Qz—»—z¢AOMQT (12)

Z——Z

siendo M = B0, B1, B2, A4,...A9, y debidas a o, tendriamos 5 relaciones:

PAOBL _ Qy_)_yq)AOBlQZ_)_y (13a)
q)AOA8 — Qy_}_yq)AOAQQZ_}_y (13b)
(I)AOBS — Qyﬂfyq)AOBQQgﬂfy (13C)
@AOA? — Qy—>—y®AOA4QZ_>_y (13d)
q)AOAﬁ — Qy—»—yq)AOA5QZH7y (136)
con las matrices de reflexién:
1 0 0] [0 ] [1 0 0]
Qyo—y=I-2nn"=1010]-2|0][010]=]0 -1 0] (l4a)
| 0 0 1] | 1] 0 0 1]
[1 0 0] [0 ] 1.0 0 ]
Qee=I1-2m"=|010[-2{0|[001]=|01 0 (14b)
| 0 0 1] | 1] | 0 0 —1 |




La expresion de las matrices de constantes de fuerza, una vez resueltas las ecuaciones,

queda como sigue. Para los primeros vecinos,

= 3 (VBa—+V3b)  1(3a+D)

! (V3a - V3b) o)
0

0

PA0B3 — }1 (—\/ga + \/gb) i(Sa +b)

y para los segundos vecinos:

(I)AOA4 —

q)AOAE) —

q)AOAﬁ

¢AOA7 .

(I)AOAS —

(I)AOAQ _

AP — 8 (b) 8
0 0 ¢
05 +(a+3b)
0
+(a + 3b)
0
d e 0
—e f 0
0 0 g¢g
2(d+3f)
L (V3d + de — V/3S)
0
Hd+3))
=| 1 (—v3d—4e+V3f)
0
d —e 0
=l e f O
0 0 g
H(d+3f)
! (V3d— de = V3)
0
1(d+3f)
L (—V/3d + 4e + V3)
0

0

}1(—\/§a+\/§b) 0 )
0

L(V3d—4e—3f) 0
1(3d+ f) 0
0 g
i(—\/§d+4e+\/§f)
TBd+ 1)
0

Bd+ 1)

0
L(—V3d — e +V3f)
1(3d+ f)

0

L (V3d + 4e — V/3f) o)
0
9

0
0
g

0
0
g

(15a)

(15b)

(16¢)

(16d)

(16e)

(16f)



Figura 4: Numeracién de atomos que se sigue en los calculos.

4. Interacciones contempladas en el modelo descrito por Aizawa et al.

El modelo de Aizawa (Aizawa et al.,1990) contempla seis interacciones entre atomos
debidas a sus respectivos desplazamientos. Hemos hecho uso de cinco de ellas -la sexta
hace referencia a la influencia del sustrato, que no aplicamos en nuestro caso al tra-
tarse de una lamina de grafito aislada. Describimos a continuacién las interacciones,
reordenandolas de manera que nos sea facil identificar posteriormente, en el apartado
5, términos con las ecuaciones de la integral de la energia de presentada en la Intro-
duccion:

Energia debida a movimientos relativos entre primeros vecinos:
Por ejemplo entre los atomos 0 y 1:

2
ay ((ug —wug) - rox oy
E = — _—_— = —d . ° d ]'7
0= ( ot ) gz tor - Ton @ o1 - dUo1 (17)

siendo d la distancia entre atomos en el grafeno, 1,42 A
Analogamente se tienen las aportaciones Fgyo v Eops.

Energia debida a movimientos relativos entre sequndos vecinos:



B, _ % ((u2 —ul)m)g @ (((u2 — ug) — (g —uo))r12>2 as)

2 712 2 |712]
Q2 Q2
= o2 dug1712 @ T12dug + ——5dugariz ® riadugy

6d2
(8%
——dup 12 @ ri2dugy —

a
6 6_d22du02 (ri2 ® r12)" dugy

donde se ha tenido en cuenta que |rs| = dv/3. Andlogamente se tienen las aportacio-
nes Eoz,E31,Es9,Eer, Eas.

Energia debida a cambio de angulo en el plano xy:
Por ejemplo, para el angulo que forman la aristas 01 y 02:

2

Eloy = T ((U1 - u0)2>< 7”01) _ ((Uz - Uo)2>< 7’02) (19)
2 I701] . 702 .

n

T ot

_n
2d*

s

2 dugaQooroz ® To2dug2Q4

dugi1Qooro1 @ 7‘01dU01ng +

71 T
dug1 Qooro1 @ 7’02dU02Q9To - ﬁdum ( (QooT02 @ 7“01Q9To )" dug:
Analogamente se tienen las aportaciones de Eao3, F301, Fois,Fro6,E534, donde Fgo es
la energia del cambio del angulo con vértice en el &tomo 0 y extremos 1 y 2, y donde
se ha tenido en cuenta que |ro;| = |roo| = d.

Energia debida a desplazamientos verticales de los tres primeros vecinos del dtomo 0:

2 (Ulz + U2z + U3z — 3u02)2 (20)

E = —

_ 2
2d2

+(up — ug),(ug — ug), + (uz — up),(u1 — up),

+(uy —up)z(us — up), + (us — up).(ur — uo)»

+(uz — up).(uz — uo)» + (uz — up).(ug — uo)- )

( (w1 — uo)? + (up — ug)? + (us — up)?

Energia debida a torsion en una arista, provocada por desplazamientos verticales:

Por ejemplo, en la arista con los a&tomos 0 y 1 como extremos, por la torsién provo-
cada por tener desplazamientos verticales los atomos 2,3,8 y 9:

0 <(U9z — ug,) — (uzs — u%))z

E =
01,2389 2 |7“|

(21)



0 ((ug: = wrz) — (uss — wnz) = (ug, — up.) + (uzz — uo) \*
( )

7]

2

d
= @ ((Ug - ’LL1)2+ (Ug - ul)z + (u3 — uo)i + (’LL2 _ Uo)z

—(ug — w1)2(us — ur) — (w9 — w1):(uz — up). + (g — wr) - (u2 — up)
—(ug —u1) (g — ur), + (us — wr).(us — uo), — (ug — u1) (U2 — uo)-
—(us — ug)(ug — ur), — (us — up).(u2 — up). + (us — up).(us — u1):

+(U2 - Uo)z(ug - Ul)z - (U2 - Uo)z(u3 - Uo)z - (Uz - Uo)z(us - Ul)z )

Anélogamente, se tendran los términos E02’7613 y E0375421.

10



5. Deduccién de las constantes de fuerza

Identificando términos con los términos de la energia del apartado de Introduccion
deducimos las matrices de constantes de fuerza entre aristas, sumando las contribu-
ciones de todas las aristas. Para hallar las constantes de fuerza entre atomos, hemos
utilizado la secuencia:

()= () )

A

N P P
QuQT ﬁ( AL AR ) (23)

by Ppp

1 = 7
@(l):w / D aedl (24)

[—71',71']
si el 4tomo en la posicién (1) es del mismo tipo que el eq(l, 1);

1 2 i
(I)(Z)ZW / d ope®dh (25)

[_Wfﬂ]
si el &tomo en la posicion (1) es del mismo tipo que el eg(l,2) (BA si queremos hallar

la fuerza vista desde el segundo atomo);

1 ~ )
d () = / dppe?dl (26)

[771—777']

si queremos hallar la relacién entre dtomos del tipo eq(l, 2);
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6. Resultados

Siguiendo los pasos anteriormente mencionados (véanse para mas detalle los célcu-
los con Mathematica recogidos en el anexo) se obtienen las siguientes matrices de

constantes de fuerza:

—al 0 0
"= 0 =% 0
0o 0 %
_al 9l \/g(dQOzl—G'yl) 0
- 4 2d 1d?
O¥ = | ValPamon) sy g
1d2 1 a2 30
0 0 -2
Lol 9 _V3(deloel)
0 4 2d2 4d?
PB =  VB(Pal-6v1) 341 311 0
42 4 2d2 5
0 0 __ 202
31 V34l
147 1d?
Pt — V3yl  4d2a24+1 0
4d? 4d2 5
O 0 - 3d2
302 V3(d?a2+2+1)
oY T/§T2 1 Ad? 271
= yvooz 1 [ 2L
1 1 ( a2+ ) 0 s
0 0 —3Z
302 V3(d2a2+271)
T4 T T iz 0
Y — V3a2 1 271
1 1 (_O‘Q T2 ) 05
0 0 — 3z
371 V3yl 0
1d2 12
PO — | VB 4d?a2+4n1 0
1d? 4d2 5
0 0 3E
_3a2 V3a2 0
N 4 ) 4
08 _ 3(d?a2+2v1 1 91
¢ e i(e2+ %) 0
0 0 _
3d2
_ 302 _ V302
(e 4 ) 1
(bog — _ 3(d a2+2'yl l _ %
1d 1 ( a2+ T ) 0
0 0 —

Y dado que en el atomo 0 se tiene que cumplir el equilibrio,

12

(27a)

(27b)

(27¢)

(27d)

(27e)



i=9 % (al + 202 + %1) 0 0

0= —) ¥ = 0 3 (al+2a2+2) 0 (28)
i=1 0 0 —7?25

Los valores numéricos de las matrices, sustituidos los valores de las constantes pro-
porcionados por los experimentos de Aizawa para el grafeno, pueden consultarse en
el anexo.
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7. Conclusiones y trabajo futuro

Las constantes de fuerza entre atomos finalmente halladas responden al aspecto gene-
ral deducido para ellas en el apartado 3 gracias a las relaciones de simetria impuestas.

Se ha obtenido por tanto un modelo de constantes de fuerzas entre atomos y entre
aristas para el grafeno. En particular, el modelo para aristas permitira un mas facil
estudio préoximamente de las propiedades mecanicas y dislocaciones en nanotubos de
carbono.

Mas a corto plazo, se pretende aplicar este modelo para la obtencién de las constantes
elasticas del grafeno, asi como la caracterizacion de la dispersién de fonones en él,
para poder contrastarlo con experimentos de otros autores.
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Anexo: Calculos con Mathematica 6.0



