_Capitulo

Funcion de Green en tres dimensiones para solidos
magnetoelectroelasticos anisotropos

En este capitulo se introduce la notacion utilizadeel resto del trabajo y se plantea el
problema a resolver. La funcién de Green para s@idnisétropos magnetoelectroelasticos en
tres dimensiones es derivada en Pan (2002) utidieda transformada de Radon, el formalismo
de Stroh generalizado y la teoria de residuos. Demé alternativa, en este trabajo son
desarrolladas expresiones similares a las de Pd&0Z2 siguiendo el trabajo de Ting & Lee

(1997) para materiales anisotropos elasticos.

Ecuaciones basicas de la magnetoelectroelasticidad lineal

Se adopta un sistema de coordenadas cartesiano tridimensional {X,} con i=1-3. Las

ecuaciones de equilibrio y las ecuaciones de Maxwell bajo la hipdtesis de campos magnéticos y

eléctricos cuasiestaticos vienen dadas por

o, +1=0 2.1)
D, =f° 2.2)
B, =f" 2.3)

donde O

> Dy B son las componentes del tensor de tensiones, del tensor de desplazamientos
eléctricos y del tensor de inducciones magnéticas, respectivamente; y f, % y ™ son las tres

componentes de las fuerzas de volumen, la densidad de carga eléctrica y la densidad de corriente
eléctrica (o también llamada carga  magnética en comparacion con la carga eléctrica),
respectivamente. Se define el tensor de deformaciones infinitesimales como

=2, ) oo



donde U es el campo de desplazamientos y los campos eléctrico E; y magnético H, como

E=-g; H=-5 2.5)

siendo @y & los potenciales eléctrico y magnético, respectivamente.

Las ecuaciones (2.1)-(2.5) estan acopladas a través de la ley constitutiva lineal

O, =Gl =& E_ * H (2.6)
D=eXt+t§E+4H @2.7)
B=aW*+*AE+4H 2.8)

donde C,, & y H, denotan las componentes del tensor de constantes elsticas, del tensor de

permitividad dieléctrica y del tensor de permitividad magnética, respectivamente; €, 0, v A son
las componentes del tensor piezoeléctrico, del tensor piezomagnético y del tensor magnetoeléctrico,
respectivamente. Se observa que diversos casos desacoplados pueden ser estudiados a partir de
anular de forma apropiada las componentes que correspondan en las Ecs. (2.6-2.8). Asi los
resultados obtenidos a lo largo del trabajo y que tienen validez para el caso completamente acoplado
magnetoelectroelastico pueden ser particularizados para los casos elastico puro, piezoeléctrico,

piezomagnético o magnetoeléctrico. Los tensores introducidos presentan las siguientes simetrfas

Cikm = Cikm>  Gikm = Gimo Gkm = Gamij

€ =& % =9 58§44 4 =H (2.9)

Adicionalmente, el tensor de constantes elasticas y de permitividades dieléctricas y magnéticas son
definidos positivos, es decir, se cumple

Vi V™0, EEE>0, fHH>0 O k. =y E, H#0 000 (210

En este trabajo se hace uso de la notaciéon extendida introducida por Barnett & Lothe (1975)

para materiales piezoeléctricos. Se definen los desplazamientos extendidos U,

u J<3
u=<@¢ J=4 (2.11)
J =5

las zensiones extendidas O,



g; 3
g,=4D J=4 2.12)
BI =

y el tensor de coeficientes eldsticos extendido tiene las siguientes componentes

Cikm J,K<3
i J<3;,K=4
€ J=4; K<3
Co = 1 IEIK=5 2.13)
O J=5K=s3
A, J=4,K=50J=5K=4
=&, J,K=4
L J,K=5

que en virtud de las simetrias (2.9) se cumple que C,, ., =C En las definiciones presentadas

mKJi*
arriba, los subindices con minusculas varfan de 1-3 mientras que los subindices en mayusculas varian

de 1-5. Con esta notacién introducida, la ley constitutiva Ecs. (2.6-2.8) puede ser unificada como

O—iJ = CiJKmuK, (214)

m

que guarda el mismo aspecto a la conocida ley tensorial de comportamiento elastico. De la misma

forma la ecuacion de equilibrio (Ecs. (2.1-2.3)) puede ser expresada como

g, +f,=0 (2.15)
con la definicion de fuerza de volumen extendida
f, <
f,=9-1, J=4 (2.16)
-f, =5



Formulacién del problema

Una funcién de Green es una solucion basica a una ecuacion diferencial lineal. En general, las
funciones de Green dependen de la ecuacion diferencial, del dominio del problema y del tipo de

condiciones de contorno.
. . . , . . . . g . 3
Considérese un medio continuo, homogéneo e infinito en el espacio tridimensional () con

comportamiento anisétropo magnetoelectroelastico lineal. Sea J (X) la funcién delta de Dirac

centrada en el origen de un sistema cartesiano fijo en el espacio {X,} y 0y, la delta de Kronecker de
quinto orden. En este trabajo se define a la funcién de Green como el tensor de segundo orden en
un espacio de cinco dimensiones U, tal que satisface las ecuaciones diferenciales en derivadas

parciales (ecuaciones de equilibrio de Navier extendidas) que resultan de combinar las Ecs. (2.14), (2.15),

(2.4) y (2.5) con las definiciones (2.11) y (2.12)

ConV kp,mi(X) — 958 (x) =0 (2.17)

donde la fuerza de volumen es reemplazada por la funcién f, = J,,0(x). Fisicamente la funcién de

Green U, (X) representa el desplazamiento en la direccion K (en el sentido extendido), en un

punto X #0 de un medio infinito debida a la aplicacion de una fuerza puntual en el origen en la

direccion P (en el sentido extendido también). Luego la funciéon U, (X) es:

-(7) el desplazamiento eldstico en el punto X en la direcciéon X, K =1..3 debido a (i.z) una
fuerza mecanica unitaria en el origen en la direccién X,, P =1..3; debido a (.4) a una carga eléctrica

puntual P =4 o debido a (7.¢) una carga magnética puntual P =5.

-(#7) el potencial eléctrico en el punto X, K =4 debido a (#a4) una fuerza mecanica unitaria
en el origen en la direccién X, P =1..3; debido a (7.4) a una carga eléctrica puntual P =4 o debido a
(¢1.¢) una carga magnética puntual P =5.

-(#i) el potencial magnético en el punto X, K =5 debido a (#.a) una fuerza mecanica
unitaria en el origen en la direccion Xp, P =1..3; debido a (#.b) a una carga eléctrica puntual P =4 o

debido a (7.c) una carga magnética puntual P =5.

Un comportamiento C,;,, totalmente acoplado en los campos que actdan resulta en un tensor

de Green completamente lleno (sin componentes nulas). Es decir, una fuerza mecanica induce un
potencial magnético y eléctrico y una carga eléctrica o magnética produce un desplazamiento

elastico.



Expresion integral de la funcién de Green

Para obtener la funcién de Green, un posible enfoque es a través del uso de la transformada
de Radon (Wang & Achenbach (1995), Wang (1997) y Pan (2002), entre otros). En esta secciéon se
presentan los resultados parciales de Pan (2002). En primer lugar se considera la siguiente

representacion plana de la funcién delta de Dirac

_ 1 o(dx)
o(x) = 8;72AL i dQ(d) (2.18)

donde Q(d) es cualquier superficie cerrada en un espacio d tridimensional que encierra el origen

d=(0,0,0), A es el operador Laplaciano en tres dimensiones, es decir

0>  9*>  0°
A= + +
ox 0 0%

y la integracion se realiza sobre la superficie Q(d). El punto “L” denota producto interno entre
vectores.

Considérese el tensor acustico de segundo orden cuyas componentes son I, =C, d d_ysu

inversa es bien definida. Integrando I3 (d) 3(d X) en el espacio d, tomando la segunda derivada

con respecto a X y multiplicando por G, se obtiene la siguiente identidad (Pan (2002))

9’ - _ o (d D()
CiJquJ.QrJlK (d) 5(d D() dQ(d) _5JPJ.QW dQ(d) (2.19)
Utilizando Ec. (2.18) esta ecuacién es reescrita como
9° -
CiJKq mjg rJlK (d) 5(d D() dQ (d) = _877253195()() (2.20)

Comparando Ec. (2.20) con Ec. (2.17) se obtiene la siguiente representacion integral para la funcion

de Green extendida



U, (%) =§ Jou T3 (@)8(d ) d(q) 21

donde la integracion se realiza sobre una esfera unitaria.

Expresion explicita de la funcién de Green

Sea € un vector unitario en la direccién de X. Asi,

X|=r y x=ré (ver Fig. 2.1). Sea n” un

vector unitario en el plano perpendicular a e tal que n"[é=0. Luego d puede ser descompuesta en

d =an”+ bé donde
a=+1-1° (2.22)
dx = (an”+be)0é=rb (2.23)

La expresion (2.21) es reescrita como (Wang & Achenbach (1995))

_ 1 S 2.0 A) O
U(x) =gz lLT (V1-b°n"+ 6&)o(rb) db dg{n’) (2.24)
que al realizar la integracion con respecto a b toma la forma

— l -1 ] )
U(x) _%%ﬂr (n%) ds(n”) (2.25)

donde Ec. (2.21) es transformada a una integral sobre una circunferencia de radio unitario.

El vector unitatio N sobre el plano oblicuo N’X =0 puede ser representado por (Ting & Lee

(1997))

n’=ncogy + m sewy (2.26)

donde ¢ es un parametro arbitrario, y N, y M son las componentes de dos vectores unitarios

mutuamente ortogonales tal que {n,m,é} forman una terna dextrégira. La Fig. 2.1 muestra un
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esquema de una esfera de radio unitario centrada en el origen del sistema {X,} y los vectores X, €,

m, nyn".

Figura 2.1 — Esquema de una esfera de radio unitario centrada en el origen del sistema { X|} y los vectores X, e, m,

n’dyn'].

El tensor acustico [ 5, (nD) puede ser reescrito como (Ting & Lee (1997))

M (@)=Q,cosy+(R,+R,) coy seg+ T, séw (2.27)

con

Qi =CumNMhr Rc= Gun MM k= Gn MK (2.28)

La integral en la expresion (2.25) de la funcién de Green se puede expresar en funcion del parametro

Y, luego teniendo en cuenta que I' (l//) tiene una periodicidad de 7T tenemos

— 1 2n -1 — 1 g -1
UJK(X)—QL FJK(w)dw—Hf_gFJK(w)dw (2.29)
Introduciendo el cambio de variable p=tany se tiene que I'* (1//) = iwr‘l(p) ty
CO
cog Ydp= dy obteniendo
U (X):LIW rx(p)dp (2.30)
JK Arpr 4 K

"Enla publicacién del trabajo original de Ting & Lee (1997) existe una pequefia errata en la potencia del COSY/ .
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con

rJK(p):QJK+(RIK+ R@) p*t IK ﬁ (2'31)

Se define la funcién de modulacion (Wilson & Cruse (1978)), la cual depende solo de la
orientaciéon de X y no de su médulo como

Hy(8)==| x(p)dp (2.32)

La matriz H es uno de los tres tensores de Barnett-Lothe extendidos, el cual es simétrico y definido
positivo. Es independiente de la eleccién de los vectores Ny M sobre el plano oblicuo y

H (é) =H (—é). Si T, eslaadjunta de I, definida como

M (P)T () = \F( D)M,K (2.33)
el tensor de Barnett-Lothe es
o _ 10T, (p)
H,le)=— K d 2.34
(®) nj_m r(p)| g (239

El nucleo de esta integral tiene cinco polos complejos con parte imaginaria positiva P, que

corresponden a las raices de la ecuacion caracteristica ‘r ( p)‘ =0 , y que son conocidos como los

autovalores de Stroh (Ting (1996)). Luego esta integraciéon se puede realizar utilizando la teoria de
residuos de Cauchy, resultando en

(2.35)

H, (8) ZHD;RGE(DO/ = zﬂ;{ TR T (g)ﬂ

P=Py

donde [ indica imaginario y Res( pa) denota al residuo en el polo p,. Factorizando el
5

determinante \r(p)\=|T| (p— py)( p- _Q) con T denotando complejo conjugado y
Y=

p=a,+08, B,>0 O a,,B8,00 secticne en este caso que

H (é) - ﬁi 5 I:JK ( pa) (2.36)
”‘1ﬁa|;1|(pa- p)(r-D)
yEa

Finalmente se tiene una expresion explicita en funciéon de los autovalores de Stroh para la funcién de

Green en tres dimensiones en un medio anisétropo Magnetoelectroelastico
12



)= g e
4m|T|;ﬁa|_|(pa—py)(pa—T3y)

y*a

2.37)

la cual es semejante a la expresiéon presentada por Pan (2002) si tenemos en cuenta que
p,— P, =200, y que &, en Pan (2002) es |T| Se puede reescribir esta solucién como una parte

singular multiplicada por la funcién de modulacion

1, (a
U (x) =2 (&) (2.38)

siendo H (é) uno de los tensores de Barnett-Lothe explicito en términos de los autovalores de Stroh

Ec. (2.36)
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