_Capitulo 3

Expresion explicita de la derivada de la Funcion de
Green para solidos magnetoelectroelasticos
anisotropos

En este capitulo se derivan expresiones explicitaslas derivadas de la solucion
fundamental en desplazamientos siguiendo las idedsee (2003) para sélidos elasticos. Este
enfoque combina el formalismo de Stroh extendidolaaeoria de residuos de Cauchy. Las
expresiones obtenidas son validas para materialegnetoelectroelasticos con anisotropia
general. El capitulo finaliza con algunos comerdary expresiones genéricas para calcular las
soluciones fundamentales en tracciones utilizaadwtacion extendida.

Expresion integral de la derivada de la funcién de Green

Teniendo en cuenta la expresion integral (2.21) de la funcién de Green, su derivada con respecto

a X, es
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Tras algunas manipulaciones se puede expresar la derivada primera de la funcién de Green como

una integral sobre una circunferencia unitaria definida en el plano normal al vector posicion
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Uy = %95 %[émr'jK(nD) +nF, ] dgn’) (3.3)

A diferencia de otros posibles enfoques estas expresiones no contienen derivadas con respecto a

X, que llevan en general a complicadas derivadas sino que la diferenciacion es realizada

directamente sobre el argumento de la funciéon (nD). Asf, teniendo en cuenta [, ", =3, se tiene
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Recordando la definicién de F,, se tiene

PJ

Foy = =T ol wiC e &0+ BN (3.3)

Teniendo en cuenta que el nucleo integral tiene una periodicidad de 77 (Barnett (1972)), la derivada

de la funcién de Green se expresa en funcion del parametro ¢/ como
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Una expresion equivalente fue encontrada por primera vez por Barnett (1972) para medios
elasticos utilizando la transformada de Fourier, por Deeg (1980), Chen (1993) para solidos
piezoeléctricos y en este trabajo es presentada para materiales magnetoelectroelasticos a partir de
resultados obtenidos con la transformada de Radon. La expresion (3.6) ha sido utilizada para evaluar
numéricamente la derivada de la funciéon de Green en el trabajo de Barnett (1972) con un esquema
de integracion de Romberg. Para materiales piezoeléctricos ha sido implementada en Chen & Li
(1993) y en Sanz et al. (2005) junto al Método de los Elementos de Contorno utilizando cuadratura

estandar de Gauss.
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Expresion explicita de la derivada de la funcion de Green

Se define la integral

My = [ NTE T o (3.7)
luego (3.6) toma la forma
1 “ N N
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Siguiendo Lee (2003), en este trabajo se propone realizar la integracion de M gy, por medio de la
teoria de residuos de Cauchy. Para esto, del mismo modo que para la funcién de Green se introduce

el cambio de wvariable p=tany. Se tiene que F‘l(g[/):ﬁr‘l(p), cos ¢dp=dy,

() (@) =08y B (1) y defniendo B, (p)=nn +(nm+ pp) B mm,

MinLMN = |_I:_L|2 J: ?j ( p) rKL ( p) rMN ( p) dp (3.9
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Introduciendo la funcién
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El nicleo de esta integral tiene cinco polos dobles (los autovalores de Stroh) P, que

.-, .. 2 — . .
corresponden a las raices de la ecuacion caracteristica \I‘ ( p)‘ =0. Aplicando el teorema de residuos
de Cauchy, una expresién explicita de My, €s dada como la sumatoria de los residuos del

nucleo  de Mgy en los polosp, de (p_pl)Z(p_ Q)z(p_ Q)Z( P~ 9)2( P @2

obteniéndose

M1
M = WZ ReS( pa) (3.12)

Debido a que P, es un polo doble el residuo es calculado segun
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Req(p,) =di B Pl () () - (3.13)
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Po =P B~ Rz R R B~ B
VyPs=P B,= R B= Ry Py = P,. Finalmente las derivadas de la funcién de Green son
presentadas de una forma analoga a (2.38) como
Up, o(X) = = Ursq(8) (3.17)
P 4m®
donde la funcién de modulaciéon propuesta en este trabajo es
1 N CjKMs - ~
Upsg=| -6 Hp, + o (quPKMJej+ quPKMJe; (3.18)

y solo depende de la orientacién de € y no de r. Es importante mencionar que expresiones
explicitas para las derivadas de la funciéon de Green en sélidos magnetoelectroelasticos solo han sido
obtenidas para materiales transversalmente isétropos (Soh (2003), Hou (2005)). Para casos de
anisotropia general, solo evaluacion numérica mediante diferencias finitas ha sido reportada en la
literatura (Pan (2002)). Expresiones explicitas para materiales anisétropos magnetoelectroelasticos

son presentadas por primera vez en este trabajo.
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Algunos comentarios

Debido a que la matriz adjunta I' es simétrica, los subindices en maytscula en M pyy; son
intercambiables, es decir se cumple M o =M (quipk= M (oo™ M gk También se observa
que la matriz B; es simétrica resultando la simetrfa adicional M vy =M oy Estas simetrias
permiten reducir considerablemente las componentes M ,¢pyy; que precisan ser calculadas. En el

caso elastico puro existen 729 componentes M las cuales son reducidas a 126 componentes

gspkmj

distintas y permiten calcular las 18 componentes del tensor de derivadas U, . Para el caso

acoplado, M oy, representa 5625 componentes de las cuales solo 720 son distintas y permiten
calcular las 45 componentes del tensor de derivadas Uy, . Por otro lado, las posibles simetrias del

tensor  constitutivo  extendido C iKMs reducen los términos en el  sumatorio
Cikms ( M sprms€; t quPKMJeS) de la Ec. (3.8) dependiendo de los Cjys # 0.

Finalmente, noétese que el factor |T| en My, yy correspondiente al coeficiente de la potencia

' en la factorizacion de ‘l_ ( p)‘ es omitido en el trabajo de Lee (2003).

P

Tensor de tracciones

En aplicaciones como en el Método de los Elementos de Contorno es necesario evaluar las

soluciones fundamentales en tracciones. A partir del tensor de derivadas de la funcién de Green se
puede obtener el tensor de tensiones extendido de acuerdo a la ley constitutiva. = = Cy, Uy,
denota el campo de tensiones extendidas 0;; cuando una carga puntual es aplicada en el origen y en
la direccién K en el sentido extendido. De acuerdo al lema de Cauchy, el tensor de tracciones

extendido T, (solucién fundamental en tracciones) producido por una carga puntual en la direccién

K en el sentido extendido viene dado por T, =C,, Uy, N donde N es la componente en la

direcciéon X de la normal al plano donde la traccion es considerada.
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