Capitulo 2

Modelos Reducidos

2.1. Introduccion

A lo largo de los afios se ha prestado una considerable atencion al desarrollo de
modelos simplificados que conduzcan a una correcta prediccion de ciertas
variables de las maquinas eléctricas para fuertes variaciones en las condiciones de
funcionamiento.

En particular es bastante comin despreciar los transitorios eléctricos en las
ecuaciones de tension del estator de todas las maquinas y en las ecuaciones de
tension de todos los componentes del sistema de potencia conectados al estator
(transformadores, lineas de transmision, etc.). Resulta muy econdémico en
términos computacionales considerar la representacion estatica de toda la parte
correspondiente a la alimentacion.

Algunos autores han establecido ecuaciones de orden reducido sin despreciar la
influencia de los transitorios eléctricos del estator y considerando despreciables
otras variables de la maquina o combinaciones de las mismas.

En todos los casos se va a considerar que el sistema de alimentacion es
equilibrado, si bien podra variar tanto en amplitud como en frecuencia.

2.2. Modelo de quinto orden.

Krause en [1] expone las ecuaciones del modelo de quinto orden expresadas en
ejes g-d. Las ecuaciones de tensién en una referencia arbitraria, omitiendo las
magnitudes O (alimentacion con un sistema equilibrado de tensiones o sin neutro),
son:

. w
Vqs = r:v ) lqs +_.st +£!r//qs (21)
W, @,
. w
Vds = rs .lds __.l//qs +£l//ds (22)
@, W,
’ roer w—o, ' '
vio= il )yt Ly, (2.3)
@, @,
’ Y] CO—COV ' '
vdr:’?.ldr_( )l// qr+ p Wdr (24)

@, @,
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Siendo las concatenaciones de flujo por segundo (producto de la pulsacion
eléctrica base por el flujo concatenado, ¥ = wp):

W= X+ X, 0, +i,) (2.5)
l//ds = Xlsids + XM (ids + l;r) (26)
W 'qr = Xlrlc’p + XM (l‘qs + lq; (27)
‘// 'dr = Xl)"lt;l + XM (ids + ldl) (28)
Si se utiliza notacién matricial, resulta:
’/:v+£Xss ﬁ)(ss AXM ﬁ‘XYM
a)b ), w, ),
qu _EXYS I’; +£X¥s _EXM ﬁXM qu
vds _ a)b a)b a)b a)h ids
V(I]I £ XM e a)r XM rr, + p Xrtr v a)r X),r l('IV
Vo (O w, @, , I,
_a)_a)” XM ﬁXM _a)_a)" X:r rr'+£X:r
L @, @, @, b ]
(2.9)
siendo:
Xss = Xls + XM
X, =X, +X,

Como puede verse, cuando se utilizan las intensidades como variables de estado,
en cada ecuacion aparecen dos derivadas.

Si se utilizan las concatenaciones de flujo por segundo como variables de estado,

es preciso primero expresar las intensidades en funcién de las concatenaciones de
flujo por segundo, con lo que resulta:

i X' 0 -X,, 0 W s

1 0 X! 0 Xy || Wi

i Dl -X,, O X, 0 W;,

o -X,, O X, v,

(2.10)

siendo:
D = XSSX Irr + X]\Zl

Sustituyendo en la ecuacion de tensién, resulta:
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rs X;r a)e rs XM O

D w, D
an _ a)e ]/.'9 Xltl 0 _ r.'s XM !r//qs
Vs — @, D D Vs (2 11)
vf]r _ r Ir XM O r lr Xss + ﬂ - a)r qu
v, D D , , v,

O rerM _a)_a)r rlr ss+ p

i D , D @, |

siendo:

D = XS'SXIVV—’_ XA2/[

En este caso, en cada ecuacion aparece solo una derivada, lo que simplifica el
tratamiento numeérico.

Para completar el modelo es preciso afiadir a las cuatro ecuaciones eléctricas la
segunda ecuacion de Newton. Es decir, la ecuacion de equilibrio de pares en el
eje, normalizada (en p.u.) y en unidades del Sistema Internacional:

o, o,

T =T, +B—+2Hp (2.12)
@, @,
Siendo H, la constante de inercia, que se expresa en segundos (S):
2 2
g-1270 :l(ﬁj Jo, (2.13)
2P T, 2\P) P
T—JE o +T, +B£a) (2.14)
e Pp r L P r .

El par electromagnético interno puede calcularse, en funcién de las intensidades,
de los flujos o de las concatenaciones de flujo, mediante las expresiones:

3P ..
T, :EEM(lqsldr —i4d,.) (2.15)

siendo:

M=L, :%L

ms

3P .., L 3P ) .
T; :Ez(lqudr _ﬂdrlqr) :EE(Z Iy =4 Vlds)

ds”qs q:
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3 P1 3 P1 3P X,
T; 2 2 (l//qr dr l//drlqr) 2 2 (l//ds qs l//qs ds) EED— (l//qsl//di l//qu//ds)
Normallzando las magnitudes, o expreséndolas en p.u.:
T, =X, (i, —ii,) (2.16)

Expresandolas en funcion de los flujos

3\(P\[ X, .
TGZ(EJKEJED—%J(%J//W Vo) (2.17)

Pekik Argo Dahono and Qamaruzzaman en [2] plantean las ecuaciones de una
forma mas compacta, expresada en por unidad, referidas a un sistema de
referencia sincrono de ejes g y d y suponiendo que rotor es de jaula de ardilla. Las
ecuaciones son:

a)ﬁl//qs = vqs - all//qs - a)eul/lds + aZl/lqr (218)
b
a)ﬁl//ds = vds - all//ds + a)eul//qs + aZWdr (219)
b
ﬁl//qr = a3l//qs - a4l//qr slul//dr (220)
@,
£!r//qr = a3st - a4Wdr + a)slu!r//qr (221)
@,
p 1 | X
—m, = —= - -T 2.22
a)b ru ZHCUb |: D (l//qsl//d) !//dsl//qr) L:l ( )
Donde:
r.X r.XxX I’;,Xm rrxss
al_ sDrr,azz SDm,agz D , a4:7 (223)
a)eu :&’ a)slu = a)e _a)" ! a)ru :& (224)
a)b a)b a)b
D:Xserr _Xri (225)
Xss = Xls + Xm (226)
er :Xlr +Xm (227)

Siendo:
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X5, X;» Reactancias de dispersion del estator y rotor respectivamente.
X,,: Reactancia mutua entre estator y rotor.

rs, 1. Resistencia del devanado del rotor y estator.

w. Velocidad angular de sincronismo.

wr Velocidad angular del rotor.

wp Velocidad angular base.

2.3. Modelo de tercer orden.

El método estandar de reduccién del modelo completo de la maquina de induccion
consiste en despreciar los transitorios eléctricos en el estator. EI hecho de que las
variables del estator cambien mucho mas rapido que en el rotor, es el argumento
principal para justificar esta simplificacion. Sin embargo, la realidad es que las
variables del rotor comienzan a cambiar antes de que el transitorio en estator
desaparezca completamente.

Es posible mejorar el modelo aproximado de tercer orden despreciando en vez de
los transitorios en los flujos estatoricos, los transitorios en la inductancia de
dispersion.

2.3.1. Modelo de tercer orden clasico

El modelo estandar de tercer orden se obtiene despreciando los transitorios del
estator en (2.18) y (2.19), es decir, eliminando las variaciones de flujo estatorico
en estas ecuaciones. De este modo se obtiene:

alvqs - a)euvds + ala21//qr - a2a)eul//dr

v, = (2.28)

2 2
a, +w,,

_ alvds + a)euvqs + alazl//dr + aZCoeul//qr

(2.29)

o @i +al
Estas ecuaciones junto con (2.20) , (2.21) y (2.22) constituiria el sistema completo
de ecuaciones para el modelo clésico de tercer orden.

2.3.2. Modelo de tercer orden mejorado

El modelo de tercer orden estandar desprecia tanto el flujo de dispersién como el
flujo mutuo del estator. Pero dado que la inductancia mutua es mucho mayor que
la inductancia de dispersion, los cambios en el flujo mutuo son mucho més lentos
que los cambios en el flujo de dispersion.
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Por lo tanto expresando el modelo de quinto orden de modo que se distingan el
flujo estatérico debidos a la dispersion y el flujo estatérico debido a la induccidn
mutua. Usando las siguientes relaciones resulta:

L=L +al, (2.30)
L,=al, (2.31)
R =a’ (2.32)
Donde
a=- L+mL (2.33)

m Ir

Sustituyendo las expresiones anteriores en las ecuaciones del modelo de quinto
orden se obtiene:

p

;l//qs = vqs - aﬁ[l//qs - a)eul//ds + aél/qu (234)
b
a)ﬁl//ds = vds - a]tlr//ds + a)eul//qs + a;l//dM (235)
b
ﬁl//qM = a3 g =AY s — OV au (2.36)
b
£WdM = Al 4 — @Y gy T OQ W oM (2.37)
b
p 11X,
Donde:
X X R X
a]t:r; M, ;:Ky M,aé:RrXM’a;r: r 7 ss (239)
D D D D

D:XSSXM _Xf/l’ Xss :Xl +XM

Separando el flujo estatérico en una componente de dispersion y otra mutua
resulta:

lr//qs = Wq[ + WqM (240)
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Vi =Va tVau (2-41)

Sustituyendo en (2.34) y (2.35) y despreciando las variaciones de flujo de
dispersion se obtiene:

p

;l//qM =V — AW — O T AWy, (2.42)
b

Loy =i, i 2.43

o Wi =Vas —0WWa T O s QW gy (2.43)

b

Basandonos en las ecuaciones (2.36)-(2.37) y (2.42)-(2.43), el flujo estatdrico se
puede calcular con las siguientes expresiones algebraicas:

’ ’ ’ ! ! ’
_aj+a w, (a;+a;)(a) +ay)+@,0,
l//qs - D—Vqs - D Vis D qM
m m m
(2.44)
! ’ ! [
(az +a4)a)eu _(al +a3)a)slu
- D Vam
m
’ ’ / !/ ! !
_a+a; w, (a]+ay)(ay +ay)+,0,,
Vs = D—Vqs +l)_vqs + D aM
, ’m , " ' " (2.45)
_(az +a4)a)eu _(al +a3)a)slu
D l//qM

m

Donde:

eu

D, z(al'+a§)2 —° (2.46)
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2.4. Modelo de segundo Orden Richards y Tan

Gill Richards y Owen Tan en [3] y [4] proponen una simplificacién adicional del
modelo de tercer orden que daria como resultado un modelo méas sencillo. En el
desarrollo del modelo reducido de segundo orden, la variacion del flujo en el
entrehierro con respecto a la velocidad sincrona puede despreciar. Suponiendo
que en cualquier momento la relacion w7, /y, s6lo depende del valor del

deslizamiento instantaneo, las ecuaciones pueden desarrollarse como sigue. Asi
que el flujo concatenado resultante del devanado del rotor es:

v =Wt (2-16)
siendo su derivada:
pv, =(vi /v ) pvi +vi, Jv!) oy, (2.17)

Las relaciones v, /. y w,, /v se obtienen dividiendo los valores de los flujos
rotoricos en estado estacionario (ecuaciones de primer orden) por . .

Yo Put® (2.18)
v, [(az +ﬂ2)(v5s +v§s)]
W;r — ﬁvqs _avds (2 19)
’ 1/2 *
v, [(az +ﬂ2)(vjs +v§s)]
donde:
[ 2
, [ o
a=aa,|a, {al +[—] Jalazael
a)b
(2.20)
(0-w,) o)
a, a, 3£+ . af+(—]
b b @, @,
2
B=a, a, af"'[ﬁj —a,dyaz | —
b @,
(2.21)
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Sustituyendo las derivadas de los flujos rotoricos (2.3) y (2.4), y las relaciones
v, /v, Y v, /v, en las ecuaciones (2.17) y (2.5), esta Ultima la expresion del

par, se tiene el modelo de segundo orden:

w
613 e ,
. a,a, B , Vo
pl/jr - 2 vqs 2 vds ]
2 w 2 [0 l//r
al +| — al +| —
@, @,
w
“ o, a,a g
b 183 d
2 Vgs 2 vds /r + (222)
2 w 2 [0 l//r
a’ + a’ +| —
@, @,
0 0-0,
a2a3 —+
@, @, '
> v,
2 w
al +| —
@,

a; +

, _

9 Vo @

- vqs + alvds | a2 — Wr l//r
a)b l//r a)b

Una vez resueltas las ecuaciones anteriores los flujos estatoricos se calculan de
(2.1) y (2.2), y los flujos rotéricos de (2.18) y (2.19).

(2.23)

G ( °] S

2.5. Modelo de primer orden clasico.

Este modelo suele dar buenos resultados para estudiar pequefias perturbaciones.
Para el caso de arranques o cortocircuitos los resultados son bastante diferentes de
los generados por el modelo completo de quinto orden.

Es posible, a partir de la ecuacion del modelo de tercer orden cléasico, ir un paso
mas alld y considerar despreciables las derivadas del flujo del rotor, considerando
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que no tienen influencia en la ecuacion. En ese caso haciendo v, =0; y, =0 en
(2.20) y en (2.21) resulta:

aBI//qs - a4l//qr + a)slul//dr = 0 (247)
a3l//ds - a4l//dr + a)slul//qr = 0 (248)
H avv_a)euv€+aay/r_aa)eul//r
Siendo v, = 1Y gs d: i 1 22q 2 d y
‘ a, +o
1 eu
_ alvds + a)euvqs + alaZV/d/‘ + aZa)eul//qr
l//ds - 2 2
a, +w,,
Combinando (2.47) y (2.48) con v,y v, se obtiene la siguiente ecuacion.
Aoy, + B, =0 (2.49)
Donde:
alaZaS - (14 (al2 + a)ezu ) _a2a30)eu + (alz + a)ezu ) a)slu
4 (2.50)
2 2 2 2
a2a3a)eu + (al + a)eu ) a)slu a1a2a3 - Cl4 (al + a)eu )
2 2 2 2
{ aa, -, as} Ma,a; —a, (al + @, ) —a,a30,, (a1 + o, )a)slu
B= eu —
Doy A3 a,a30,, + (a12 + @, ) Wy, Ma,d; —ay, (a12 + @, )
(2.51)
Despejando el flujo resulta:
-1
qur = A B.qus (252)

La ecuacién (2.52) junto con la ecuacién de par (2.22) y (2.28)-(2.29)
constituirian el sistema de primer orden.

2.6. Respuesta de gran amplitud obtenida con
modelos reducidos de maquinas de induccion.

Es instructivo comparar la respuesta transitoria de gran amplitud de una méaquina
de induccion obtenida con los modelos de quinto orden y el modelo reducido. El
interés se centra en la respuesta obtenida con el modelo reducido obtenido al
despreciar los transitorios eléctricos de los circuitos estatoricos. La comparacion
con los resultados del modelo de quinto orden pondré de manifiesto la capacidad
de los modelos reducidos para representar la dinamica del sistema.
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2.6.1. Modelo clasico de tercer orden

En la Fig. 2.6.1. se muestra el par eléctrico para diversas maquinas durante el
arranque. Debido a que se han despreciado los transitorios eléctricos del estator en
el modelo de tercer orden, se ve claramente como este no sobre oscila sobre el
permanente cuando el par se encuentra proximo a su valor final.

Arranque en vacio 15kW 400V 50Hz Arranque en vacio 45kW 400V 50Hz

2
T 15
1

0.5

0

0.5

-1

15

2

— Modelo orden 5
— Modelo orden 3

-1

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Arrangue en vacio 100HP 460V 60Hz Arranque en vacio 150HP 2300V 60Hz

-1.5

-1.5

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 2.6.1. Comparativa modelo de tercer orden clasico. Par electromagnético.

2.6.2. Modelo de primer y segundo orden

En el modelo de segundo orden se ha reducido el orden del sistema de ecuaciones
diferenciales, pasando de un orden tres a un orden dos. En Fig. 2.6.2 se representa
la evolucidn de la del par eléctrico durante el arranque para todos lo modelos. Se
confirma que el modelo de tercer sera mejor para representar transitorios rapidos
como el caso del arranque como era esperado.
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Arranque en vacio 15kW 400V 50Hz

— Modelo orden 57
— Modelo orden 2
| — Modelo orden 14

V

Tiempo (s)
Arranque en vacio 100HP 460V 60Hz

0 01 02 03 04 05 06 0.7 0.8 0.9

-0.5
-1

150 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Tiempo (s)

-1

-0.5
-1
-1.5

Arranque en vacio 45kW 400V 50Hz

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Tiempo (s)
Arrangue en vacio 150HP 2300V 60Hz

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Tiempo (s)

Figura 2.6.2. Comparativa modelo de tercer orden clasico. Par/velocidad



